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Rinleitung. 


ST 


Problemstellung. 


Die Raumcurve dritter Ordnung besitzt bekanntlich im Ganzen 
15 Brennstrahlen, wovon drei reell sind. 

Die Aufgabe, aus der allgemeinen analytischen Gleichung der 
Raumcurve dritter Ordnung die Brennstrahlen zu finden, stösst auf 
unüberwindliche Schwierigkeiten. 

Anders aber ist es mit der umgekehrten Aufgabe: Aus den 
gegebenen drei reellen Brennstrahlen die Raumeurve dritter Ordnung 
analytisch zu berechnen. 

Diese Aufgabe soll im Folgenden gelöst werden. 

Der Satz: »Die Osculationsebene der Raumcurve dritter Ordnung 
schneidet auf den drei reellen Brennstrahlen drei projective Punkt- 
reihen aus, und je eine Ösculationsebene durch eine der drei Brenn- 
strahlen berührt den unendlich fernen Kugelkreis« hat die ebenfalls 
zu Recht bestehende Umkehrung: »Wenn man durch drei ent- 
sprechende Punkte dreier projectiv geteilter gerader Linien eine 
Ebene legt und bestimmt, dass diese Ebene, wenn sie durch je eine 
der drei Geraden geht, den unendlich fernen Kugelkreis berührt, so 
ist die Ebene die Osculationsebene einer bestimmten Raumcurve 
dritter Ordnung und die drei Geraden sind ihre reellen Brenn- 
strahlen.« 

Dieser Satz führt direct zur Berechnung der Raumcurve dritter 
Ordnung. Der Gang der Rechnung ist folgender: Man wählt zu- 
nächst ein im Bezug auf die drei gegebenen Geraden zweckmässig 


Le 


gelegenes, im Allgemeinen schiefwinkeliges Uoordinatensystem, stellt 
unter Hinzuziehung der in allgemeinen Gleichungen gegebenen Colli- 
neation die Gleichung der Osculationsebene und ihrer drei speciellen 
Formen für die Fälle auf, in welchen die Osculationsebene durch 
die drei Geraden geht, und bestimmt vermittelst der Bedingung, dass 
die Osculationsebene durch je eine der drei gegebenen Geraden den 
unendlich fernen Kugelkreis berührt, die Ooeffieienten der Colli- 
neation. 


Erster Abschnitt. 


Analytische Entwickelung der Raumeurve dritter 
Ordnung aus ihren drei reellen Brennstrahlen. 


Das Coordinatensystem. 


Die gegebenen drei Geraden seien mit G,, G,, G, bezeichnet 
Man construire die Ebene 
durch G, parallel G, als F-Z-Ebene, 
die durch G, parallel G, als Z/- X-Ebene, 
und die durch G, parallel G, als X- Y-Ebene. 


5 


Die Richtung der Üoordinatenaxen sei von © nach ihren 


Schnittpunkten mit 


den drei Geraden positiv. Man hat dann: 


Gerade @, ist parallel der X-Axe und liegt in der X- Y-Ebene, 

Gerade @, ist parallel der Y-Axe und liegt in der Y-Z-Ebene, 

Gerade G, ist parallel der Z-Axe und liegt in der Z- X-Ebene; 
ang G Ariltt die-F-Axerimrbunkte: 70, Yb, 2==0, 


Fr Arıtedıer 7 -ArarımsEunkte: 70, W—0, 2 


ZN 


Gr tn die” Axeım Punkte. 2a, yo, 2=0. 


[97 


Die Cosinus der Coordinatenwinkel seien bezeichnet mit 


p == 008 FZ, 
zero TU, 
ae COS ch: 


$ 3. 


Aufstellung der Gleichung der Osculationsebene 
Rund ihrer speciellen Formen für die drei Fälle, in 
welchen die Ebene durch je eine der drei Geraden 


geht. 


Die drei gegebenen Geraden haben die Gleichungen: 


1) 


und je ein Punkt 
dinaten: 


2) B, 


Bar 0, 


auf einer Geraden hat beziehungsweise als Coor- 
AU a ae, Ze, 
AUS. De OA 
Auf lern: 


a et, 


m en 


-3 


ou 
. 


Die Ebene durch die 3 Punkte a “ P, ist demnach: 


oO 


Ta 

OR a. 
ae 0. 

DENE 

LSA 


a a 


Es ist zu beachten, dass x, v, z nicht die Coordinaten eines 
Punktes sind, sondern denen dreier verschiedener Punkte zugehören. 
Diese Ebene wird Osculationsebene einer Raumcurve dritter 
Ordnung, wenn die drei Punkte A, Z,, /, projectivisch zu einander 
sind; d.h. wenn die Grössen x, », z folgenden Gleichungen genügen: 


| 


y2 + rer hm 

4) ty, = 

xy Br ty + = 

Von diesen Gleichungen sind nur zwei beliebig, die dritte ist 

dann bestimmt; eine einfache Rechnung ergibt, dass die Coefficienten 

einer Gleichung aus denen der beiden andern sich, wie folgt, zu- 
sammensetzen: 


Er 


| 
288 


Ds = um 120 ee a d = dm, — Bid, 
- | ER Ya 

5) ee RE a Bern LCR % = ya ai 
j Ba pr i Ps — Pı g er 

yore I Ya a Eaßı da ng u A 
| ir Gy, — 0, &, — Gl, 


In Wirklichkeit sind also in obigen drei Gleichungen nur sechs 
unabhängige Constanten der Collineation vorhanden. 


Es mag nun unsere Ebene 3) zunächst durch @, gehen, dann 
muss die Gleichung 3), nachdem für 7 und { die Werte der Geraden G, 
eingesetzt sind, im Bezug auf & identisch erfüllt sein: 


ro 
X, b, oO, 


oder 


6) 


woraus 


oder 


En 
folgt. Auf ganz dieselbe Weise erhalten wir die Bedingungsgleich- 
ungen dafür, dass die Ebene 3) durch die Gerade G, geht: 

ZI CR La N, 
und dafür, dass sie durch @, geht: 

y—- yrb—N. 

Wir haben also, je nachdem die Ebene 3) durch die Geraden 

@,, @, oder @, geht, folgende drei Gruppen von je drei Gleichungen 
zur Bestimmung der betreffenden Werte von x, v und 2: 


y2e— b2-+- be —=N, 
7) BE pr h—N, 
Na Br ea. 
2 +9 rt h2 th =, 
8) 37 — ca a —N0, 
xy — 3X +6) +60. 


Hieraus lassen sich die x, v, z jedesmal ohne Weiteres berech- 
nen; man erhält, wie sofort ersichtlich, für jede Grösse zwei Werte: 
also jedesmal ein Ebenenpaar, welches durch eine der drei Geraden 
geht und den Collineationsbedingungen genügt. 

Die drei speciellen Gleichungen der Ebene sollen jetzt aufge- 
stellt werden, und zwar. zunächst so, dass in jeder noch eine der 
drei aus den Gruppen 7), 8), 9) beziehungsweise zu bestimmenden 
Grössen x, y, z enthalten ist. Es ergeben sich dann besonders 
einfache und später sehr brauchbare Formeln. 


Die Gleichung 3) der Ebene lautet explicite: 
10) (y2— bz+ be)&+ (2x — ext ca)nt+(&y—-aytab)C— (abet xyz). 

Man eliminiere hieraus vermittelst der Gruppen 7), 8), 9) be- 
ziehungsweise die Grössen x und y, y und z, z und x, und man 
erhält die gewünschten Formen, die aber einfacher auf folgende 
Weise hergeleitet werden: 

Die Gerade G, wird dargestellt durch die Gleichungen: 


Fe a N, 


11) bb, DEN; 
folglich ist: | 
12) 7—b--AC—0 


die allgemeine Gleichung einer durch G, gehenden Ebene. Verlangen 
wir im Besonderen, dass dieselbe durch den Punkt 2: 

Ben, n=0, Üereig 
der Geraden , gehen soll, so wird 
| et). 
also folgt: 
13) Er ee RN) 
dieser Ebene genügt auch der Punkt 2: 

SEN ne); Ber. 
wie man sich mit Hilfe der ersten Gleichung von 7) leicht über- 
zeugen kann; und somit ist 13) die specielle Form der Gleichung 
der Osculationsebene 10) für den Fall, dass sie durch G, geht. 

In derselben Weise erhält man die beiden anderen Gleichungen, 

so dass man für die Ebenenpaare durch die Geraden G,, G,, @; 
erhält: 


14) zn +65 — bz—=0 
15) x e8E —cx—0 
16) Era IN 


Hierin sind noch die Werte von z, x und y einzusetzen, welche 
man in den Oonstanten der Collineation ausgedrückt aus den ent- 
sprechenden Gruppen 7), 8), 9) zu berechnen hat. 


Aus den beiden Gleichungen: 
yet yy + 2 4 —0, 
y2 — bz — be — 0 
der Gruppe 7) ergibt sich durch Subtraction: 


Ya (Ba ano) 3 0 — dr — 0 


ern Ara. 0)% pm n,0e) 


ar 
‚i 


und hieraus 


D, 


Durch Ersetzung dieser Werte in die zweite obige Gleichung 
entsteht: | | 


MN ae A 


(a IR era 
Bi 


Mr 927 - KEN — ya. 
Die Auflösung dieser Gleichung nach 3 liefert die beiden Werte: 
IM) 2 = — Ye | Ya + yb— bo? + A4y,be(f, +5) 
En ne  2@'+ 6) 
Aus der Gruppe 8) erhält man auf dieselbe Weise die beiden 
Werte für x: 


ai 


oder 


18) z— _ Arme 1 1 two ent Imeaty, te) 
5 2 NE A 
Und ebenso liefert Gruppe 9) für y die Werte: 
19) Ma di, RE pP, — ab + V (d, Ir P,4 — ab)” ar. 4p, ab(a, + a) 
2(e, + a) ie 2(@,-+- 4) 
S 4. 


Bestimmung der Coefficienten der Collineation. 


Die Definition dafür, dass ein Ebenenpaar den unendlich fer- 
nen Kugelkreis berührt, lässt sich in folgender Weise aufstellen: 
Es seien 
20) A=4--+G+D=0 

A=4x-+ By- Cz + D=0 
zwei Ebenen in unserem schiefwinkeligen Coordinatensystem. Es 
stellen dann | 
21) A— Im HN) 
A — Yn A=0, 
wo yn eine beliebige Quadratwurzel bezeichnet, wieder zwei Ebenen dar. 

Sollen nun diese Ebenen 21) von zwei andern harmonisch 
getrennt werden, so haben die letzteren die Form: 
A+yn A+1i(ld— nn A)—=V0 
An A— (dA — nn A)—=(, 
wo 4 ein beliebiger Parameter ist. 

Anstatt zu sagen: die Ebenen 21) sind Berührungsebenen an 
den unendlich fernen Kugelkreis, kann man jetzt sagen: die Ebenen 


22) 


ai RR et 


22) stehen senkrecht auf einander, welchen Wert man auch A geben 
möge. 
Führt man in 22) für 4 und _4 die Werte aus 20) ein, so 
ergiebt sich: 
KA Yn A'+ (An AY}ac+ [B4+-Yn B'+A(B—Yn BY} y+ (C+Yn +4 (O—Yn O)jx 
23) -+!D-LYn D'-1(D—Yn D')\ = 0 
A+ Yn A'—I (A—Yn A')}a- \B-Yn B'—1 (B--Yn BY y-+I04]n O1 (Cm Oz 
+!D-Yn D'—1(D—Yn D)\—=0 
Nun ist die Bedingung, dass zwei Ebenen von der Form 
Kx + Iy+ M=-+ N—0 
K%+2y+M2+ NM —0 
in einem schiefwinkeligen Coordinatensystem, dessen Coordinaten- 
winkel gegeben sind durch 


N 


p == c0S y2, (17) Fe AURY 2x, 1ZZIC0S Ay, 
auf einander senkrecht stehen, ausgedrückt durch: 
1—9)KRKR,+1—W) ZZ, 1-29) 42, 
— (P— WEM, +L,M)— w—xy)MK,+M,K)— (x - 9 WEL, KD)=0 
(Schlömilch: Analyt. Geom. II. Theil, Anhang zu Cap. III.) 
Da nun die Ebenen 22) resp. 23) senkrecht auf einander stehen, 
so müssen sie vorstehender Bedingung genügen; es ist also: 
(1—YP)A+Yn AY?— 2 (A—Yn 4% 
+ (1— ?)(B-+Yn By? —4°(B—Yn.B'? 
+ ICH Rn OP’ — 40 —Yn O)' 
-- (9 — pp)2.4(B+ In B)(C+ Yn 0) —i”(B—Yn B) (C— In O)) 
— (9 — 2Y).2(C+ Yn O)(A-+ Yn 4) —(0—n ©) (A— Yn ©): 
— (2 — 99) 21(A + 4) (B+Yn B)— 42(A— Yn AY)(B—Yn BY} —=0 


Diese Gleichung gilt nun, welchen Wert man auch dem 4 gibt, 


sie ist in A identisch, sie zerfällt daher in zwei Gleichungen: 


1—g?)(A Fr AY+A— W)B-+Yn By?+(1-Z)(C+Yn O1)? 
24) — 2yp—y)(B+HVn B) (CH Yn 0) + (1-2) (C+Yn CO) (A+Yn AN 
+(2— pp) An A) (B+Yn BY) — 0 
— (1 -p)A- In AY’— (1— W)(B—Yn BP — (1-7) (C—n 0) 
25) +2! — Br B)(C— Yn ©) + (1 — zy)(C—Yn O)(A— nA) 
+(2—- 9) A—Yn A)(B— YnB)—=0 


ERST a) BE 


Addiert man das eine Mal 25) zu 24) und subtrahiert das 
andere Mal 25) von 24) und dividiert die entstehenden Gleichungen 
mit. yn bezüglich 2, so entsteht: 

A— pP) AA--(1— pP) BB +(1—7?)0C 


26) kp BOHOR) LP zpOAFAO) Lg ABB 0 
om A=gYA+n49 + WBHRB)+A—I+nON 
27) _ 2l(p—wy)(BO+HnB' O)+Gp —yy)(CA-+n OA) -—-(x—yıy)(AB-nA'BY—O. 


In dieser Form will ich nun die Bedingungen, dass je eins 
der Ebenenpaare 14), 15), 16) den unendlich fernen Kugelkreis be- 
rührt, einführen: Das wird also sechs Gleichungen ergeben, woraus 
die sechs Constanten | 

| Pu I O1, Ya) &ay © 
der Collineation zu bestimmen sind. 

Die Gleichung des ersten Ebenenpaares 14) durch die Gerade@, 
lautet explicite: 


— dr Y10— 66 se Hysad), —- bE 
2(,+b) Fey 2(#, +) i 


| -— dt Möibe + 6 hrd—be)’ ’+4y,be(B,+ 2) 
A ae, 2(#, 4b) 
00er 
d,+Y15 — be DE d&,-+y,b- be ) 
- a San? 
RE 
ei ! b A) 
EFF N a) 
Also sind hier die Coefficienten: 
1 u 3, 22,006 DE. 
AZUNB ee Ge 
Va de 1 ye 
ee Re Be DIT u CE), 
und 


"= (ty —be)?--Aybe(-4-0) 
Die Bedingungsg ER 26) und 27) Bi dann: 
Ba) ie I) = = (pi) Sn a. 
„\, ((d4-+Y, — be)” (+ Y,b— ber’ —+4y,be(ß,+b) 
We le) Wr 4(, +5)? 5 4(B,—+-b)? ) 


er (d,-+Y16— be) 
Ay >)6? a (Y um)“ 2(8,-5) —0 


Ba 


Multipliciert man die erste dieser Gleichungen mit 2 (6, +7,85 — be) 
und addiert sie zur zweiten, so entsteht: 


b 
et 


Aus dieser und der ersten der BEE... entsteht 
durch Multiplication derselben mit 3,+2 resp. —4(B,—+-2)°: 
b 


28) 1—wW)ycH+(l A950 

29) (1) 4718 Be) +2 (p — u) +) 0 
Die Gleichung des Ebenenpaares durch die Gerade G, lautet: 
} la 0, %E— 0a Bi V(6, +0, C re + 4,ca(ys tells 


Da) 


A) Nr 2(y,-+e) 
—(— 0, %,E — ca di (0, + 0,6 — ca) — ca)” insel 5 
A 29). 2(y,-+ 6) 
oder 
| .E d,+me—Ca . Ö,- mE— Ca 
03,020, Da Ro 
19 ar: 1 hi “ 
TV, + ge— ca)’ +4n,ca(y+ 0). (Sur >72 ) Se 
Also sind die Coefficienten hier: 
A 0e De = 
Pi a Ka 1 
4 Sl) u Ne Bey 
und 


n— (&-+- 0,0 — ca)? Aayca(y3--e) 
Nach den Gleichungen 26) und 27) entsteht: 


B d,—+ a,c—ca 3 
A TR 


A e a 2(0,+0,c—ca)’—4u,ca(y,—-e (d,1-0,c—ca)__ 


Multiplieiert man die erste dieser Gleichungen mit 2(6,- &,c— ca) 
und addiert sie zur zweiten, so erhält man: 
ee &, CA en 
0 
Aus dieser und der ersten der N entsteht 
durch Multiplication derselben mit 7.+€ resp. —-4(y,-4-.c)?: 
C 


Dat (l— P)y + d)e—=0 


nt 


30) (1 


EI 


31) At rN.Hd et 
Die Gleichung des Ebenenpaares durch die Gerade G, liefert 
vermittelst einer den beiden vorigen genau entsprechenden Rechnung: 


32) Kr Bö+1— 9); +d)a—0 
33) (1— 3) (by + 5a — ab) +2 — pr) (u + a)a—0 


Es sei daran erinnert, dass in den Ben letzten Gleichungen 


zur Abkürzung gesetzt ist: f 
Ich führe jetzt eine Substitution ein, deren Zweckmässigkeit 
sich auffallend erweisen wird: 
A=al pl), a=2dell-gp)(p— un) 
34) Bei) B=2call— xp) 
cC=et-p) Aw), 72a). 
Aus dieser Substitution folgt: 


Ps = 


ei... ae VA yen 
pb1—-2) 2 Dre, 2(p— un) 15 Re RT. 
Be ee re 
c(1— 9?) ERTER ‚2(u—xg) Bd 
de Be EN 
al—y) A ER 2(x—9-V) a 
Vermittels dieser Gleichungen wird aus 28) und 29): 

‘ b C 

35) a irtra=: 

C 

36) LI (ty) 549 —=0 

Aus 35) folgt 
SER Ne 
37) Pı —r- ER ak: = b 


Subtrahiert man 35) von 36) und dividiert mit © so entsteht: 


j: b b 
m er re Fin Et =, 
und hieraus 


38) Ks iar 2) 


30) und 31) werden nach Einführung der Substitution: 


39) Beate 


40) weh (, + mc —ca—-c+p = 


Aus 39 entsteht 


41) ee ee 
und wenn man 39) von 40) subtrahiert und durch A dividiert: 
a 
1 6 C. IN, SEEN 
a 
Hiernach wird 
42) Do —r (B —C)a, + ca 
Aus 32) und 33) erhält man auf gleiche Weise: 
45) Üs ee — Y ei Pa —r! 
m = Ma 


Unter Berücksichtigung der Werte von ß%, und a in Y, Pi, 
O1, &%, Ya, % entsteht aus der Gleichung 43) 


da 


Ya h=— ee 2 (di — Pi 92) —ayı +9 
Setzt man hier für ß,, O4, Y», 0 beziehungsweise die Werte 
aus 37), 38), 41), 42), ein, so erhält man nach gehöriger Zusammen- 
fassung: | 
5) — @+A-B-COy=— B-A+ BG 
Eine andere Gleichung zwischen y, und «, erhält man auf 


folgende Weise: Man substituiere in Gleichung 44) die Werte von 
d, und ß, in den sechs ersten Coefficienten: 


I, — Bid = — (— A)ldı — Bı-Y2) + abyı — abyz; 
hierin werden wieder die Werte von ß}, %s, Od, &, aus 37), 41), 38), 
42), eingesetzt, und nach entsprechender Zusammenfassung entsteht: 


E b | 
46) Sn le Bl), er (#+7— 24), 


b 
+56 aytaA+r7B+rC—24AB)y—0 


Hierin wird der Wert für «, aus der Gleichung 45): 
N Le RAR — CO 
ee wen Do 


eingesetzt: | 
De e («+2 +y— A—B—C)\(e+A—B—0) 
B eG BEAFRZG 


die AIR sG 
+[3-% (B Hr an BE, G. 5-er+0447B+r0-24B)|y,—0 


Die Wurzel y, = 0 kommt — wie später begründet wird — 
nicht in Betracht, daher entsteht nach gehöriger Ordnung: 
47) & apy—up(A+-B)— Ze ‚e(C+HA)-+-(@A+BB+yO)A+B-+0)—4ABO 
el Gr 1 BO) - A—- BIC) 
Hier fügt man zweckmässiger Weise wieder folgende Abkürz- 


ungen ein: 
Z=upy - aß A+-B)—Py(B+ O)-—yalC+A)—-(e A+BB-+yO)(A-B4CO)—4ABC 
N=«a+ß+y—4A—Bb—Ü 
481(e)= a -A—B—Ü 
W=#—A+B—C 
MW=Y—-A—B+O 


Bevor ich zur weiteren Berechnung der andern Üonstanten 


gehe, will ich mit Hilfe der letzten Substitution noch einmal y, 
entwickeln, wobei dann gleichzeitig der Zusammenhang von Z und 
(«), (8), (7), A, 2, © zum Vorschein kommt. 

Entsprechend der Gleichung 45) gibt es noch zwei andere 
zwischen «, und ?, resp. 8, und y,; man erhält sie ohne Rechnung 
durch cyklische Vertauschung der betreffenden Grössen. Die drei 
Gleichungen lauten: 


19) (da 
50) I dd 
51) —-() = fe )Yı 
Nun war 
ß3 —— I, — PP. 42 


nen ? 
oder nach Einführung der Werte von £,, 0,7, aus den Gleichungen 
ISSN AL: 


FR 
l b. 1 A b C 
Dr ge BT na 
ae: Eu A Be 
6 Ho EN 0 Re 
A 
en Yata—B-—-Cyh+2B-0 a 
wow: e ER 
Bet ne 
Unter Berücksichtigung des Wertes von «, aus 49) und der 
Gleichung | 
a — B—C=(a) — A 
wird 
OÖ 9 
._0. Zee 
Be en re 


O+@|n +aß) 


Setzt man für /, andererseits seinen Wert aus 51) in diese 
Gleichung ein und dividiert gleichzeitig mit  , so erhält man die 
in y, quatratische Gleichung: = 


Ei iR (+ | (e) (9) —A(P) —B (ea) 


C @ 
"a: Alam 
+ @|n— a) 
Die eine Wurzel y, —= 0 dieser Gleichung kann nicht in Be- 


tracht kommen; denn für diesen Fall würde nach den Gleichungen 
49), 50, 37), 38), 41), 42), 43), 44), 


u —0, 0, A=—b h—be, 
N, 
2 —4, 05ab, 


und die linken Seiten der Gleichungen der Collineation 4) nehmen 
die Werte der Coefficienten der Osculationsebene 10) an; da aber 
jene gleich O sind, so fiele die Osculationsebene mit der unendlich 
fernen Ebene zusammen. Somit bleibt: 


or re A 


oder 


IE ENT. Kinse 


8 WR) ABI) = BiIe) —aKB) 
ABER HH) 


Eine Vergleichung mit 47) unter Berücksichtigung von 48) 


52) 


liefert also 


se = (0) — Ay) — Ze) — Cla)(?) 
MW). 
Aus EL, 52), 49), 51) folgt sofort: 
53) RL 
VE Ay N 
DanNZ 
54) Pa = 2:0) N: 
und aus den ee 37), 38), 41), 42), 43), 44), 
sd | b be(@ RB) WZ 
55) Pı nn — Ble) SDuR b, Ö, + BR . — bc, 
» a se Aa  . ea(ß—C) ZZ 
56) ae ye Da CA) NV ca, 
Er er a Z 2. adby— A) Z 
{B) () Üg —— An N —q@, Ö, == AB) ) ein ab. 
Ser 


Die Raumcurve dritter Ordnung. 


Die Gleichungen der Collineation lauten nach Einsetzung der 
u, Werte der N 
58) . Z be(« —B) Z 
a re aa 
a Z 2 SA  ea(®— 0) Z 24 
var, Au) 4-0 tt tt 
Aa 
A 


E- az ably AZ ME 

ee er at 
Hieraus lassen sich leicht die ersten drei Üoefficienten der 

Osculationsebene in folgender Form bestimmen: | 


MT Zbe 7% SE 
ya Beh Br nr (ei 33 («— 2) 


; 
„ Ze x % 

59) 2 — tar (A a nal 
Zab Yy x 

a LEE 27 le) 


130) 


a 


/nr Bestimmung von (xyz —-«bc) verfahre ich, indem ich mög- 
lichst den symmetrischen Aufbau der Formeln zu wahren suche, 
wie folgt: Vorstehende drei Gleichungen werden der Reihe nach 
multipliciert mit («)x, ($)y, (/)z, und die entstehenden rechten Seiten 
in leicht rich Weise umgeformt: 


e R Bobe | % % Y ” 
(«| Ba + box | — ll eN Ar 4 as 2 b — 4 (@—B)| 


Zabe q % 
({ 3) 29 — cxy 4 cay e Eh I + De A 
\ Zabe 27 % % 
(ao — ayz —- abz == NIBR 13 5 or —([- „AZ CA) 
Diese Gleichungen werden addiert; Bm at auf der linken 
Seite der erhaltenen Gleichung NMadc addiert und — was Nabe 


gleich ist — [(e)ade + (P)abe + (y)abe] subtrahiert; es entsteht 
NMxyz — abe) — (a)d(2x — cx —- ca) 
— (BP) e(&y — ay + ab) 


alt= RB) BI R-C)- CA) 


Setzt man in diese Gleichung die Werte aus 59) ein, so ent- 
steht für (xyz + abe): 


xyz Labe— wo ACH Be B))+- 2 a 3 -(@-0)) 


60) rin. 3 | & 

+ ec HlBI ar — a far A 
Dieser Ausdruck lässt sich auch auf eine andere übersicht_ 

lichere Form bringen; der Coefficient von ar in diesem Ausdruck 


ist nämlich unter Berücksichtigung von 48) mit leicht erkennbaren 


Umformungen: 
ce Dr eh 
= |) a (DAN CR 
ar FAT HEN) H AND CNN 


(«) 3) er RE BEER DU. - 
u Bu () mie a 2: A ) 


. . . . q 2% 
In gleicher Weise werden die Coefficienten von 3 e undC= 
& 


62) ch—A Fu Be Dal BEN. 10 
63) PLA BERG SR ee za NB(e) 
(«) (3) («) (£) | 
Also ist 
oe le 377 en a 1er Sr a Bit a >| 
Setzt man die gefundenen Coefficienten in Gleichung 10) ein 
und dividiert mit "nano so erhält man als Gleichung der Oscu- 


lationsebene: 
A B 


er ru —(@_B)|E+H; - c=-ß-O)| nis 


1: Alla BH 


5) m | 
Bi (B- E)4 CB ar A) — 


A324 2406-04 0-A|}. 

Es würde sich jetzt darum handeln, die Ooefficienten und 
das constante Glied, die ich abkürzend mit 4 B, T\, _/ bezeichne, 
durch einen Parameter auszudrücken, und es ist naheliegend, dass 
man als zweckmässigsten Parameter eine symmetrische Funktion 


von A —, Br ae “ einzuführen hätte. Jedoch liefert ein solcher 


die essen A, B, T, 4 nicht in rationaler Form, und es bleibt 


. . . & . . . en d q % 
leider nichts weiter übrig, als eine der drei Grössen A-, Bine = 


(6 


selbst als Parameter einzuführen, und zwar sei es 
66) Fe 
c . 
Dadurch freilich verschwinden die bisherigen symmetrischen 


Formen und die Rechnung wird sehr umständlich. 


Bevor jedoch / als einziger Parameter eingeführt wird, sollen 
mit Hilfe einer vorteilhaften abkürzenden Bezeichnung die Coordi- 
naten der Ourve berechnet werden. Es sei nämlich 


A 
C- — Bi —(e—B)—Pp, 


67) A — C = — (?—C) =g, dann ist weiter 


Wenn man die erste dieser Gleichungen mit (%-—C) und die 
zweite mit («—2) multiplieiert und die zweite von der ersten sub- 
trahiert, so ist 


— A (a —B)— 3, — C)+C («+3 B-C)=PB-C)-4 («—B) 


Da nach 48) 
a8 —- B—-C=N—-(y—A) 
ist, so wird unter Berücksichtigung von 66) aus der letzten 
Gleichung: 


68) —A 7 («—B)— BY (B—C)— C y-A)=pB-C)-ela—B)— N 
Die Coefficienten der Osculationsebene sind dann nach 67) 


und 68) 


Eee Su: HC ra 
69) AZ ee Ka na Pu N) 


70) ABC N)+48-C)- a2) N 


Fasst man in ./ die Factoren von / und g zusammen und 
berücksichtigt 62) und 61), so wird 
Z+HNAY), ZEN AB 7 -(ß) 
a c] 
) u DIOR ; 

Die Curve wird nun gefunden, indem man zunächst die 
Schnittpunkte dreier beliebiger Osculationsebenen aufsucht und dann 
diese — zur Grenze übergehend — zusammen fallen lässt. 

Die drei Ebenen 

A‘ B-+-T1Tr=4 

A4x-+ By+- T2 = 4 

A'x-+ B'y-- T'z — A 
haben als Schnittpunktscoordinaten 8, ı, 


Zu 55 


a 


No 


7 Hal RER RT BL 
E12, B, Dive 4 MT ED, BE 4 
4, B", I A, DT“  AE 
Ve 
worin ‘ Berge 1") ;ist, 
A", B', 7“ 


Somit ist zunächst: 


pP, 9: PAY! SE 
ABC 


en ee 
P", Ge Rt P"— g'— N 


Man addiere die erste und zweite Colonne zur dritten und 


sondere — N aus der Determinante ab: 
a GL | 
NABC | 
ee Y + 1 
g a | 28 
| DE, SE 1 


Hierauf subtrahiere man von der dritten Reihe die zweite und 
von der zweiten die erste Reihe: 


pP» rt 
NABO | 
re VAR ; ehe ä 0 
9 OO 
PP", g"—g', 0 | 
oder 
ed 
2) ER 2 WARE 


(«)(B)(y) abe N 


Weiter ist unter Berücksichtigung von 71) 


anne EIER DE Au lu 0 VEN, NIE EM 
RO) (R) (1) a a ER | 
ee 2 ED Bm.oh me. 
Z+NA(y) WEI Z+.NOß) REN ME (8) VRR, warez 

? Be scale RP 


(Ne) (8) 


| 


Be 13 2 


Man addiere die zweite Colonne erstens zur dritten und dann, 


nachdem sie mit a multiplieiert ist, zur ersten Oolonne:, 
rn, _ vfe+cQ) ns 
| (@ 
et BOT BZENAY 1 |? e VE RAR 
5= ae | Da FT NT Dre 
a Nr CO rs De 
/ 
hierauf multipliciere man die dritte Colonne mit ger und 
addiere sie zur ersten, sondere von der entstehenden ersten Colonne 
den Factor — N und von der na — 1 ab; und setze nach 62) 
ZENAG) er Be 
tat 


dann entsteht: | 

Bun ea Gl Led 

GR | cprerh TPTN| 

AD chen 
Nun subtrahiere man noch die zweite Reihe von der dritten 

und die erste von der zweiten: 


AB+B—CHE a 
BC 


73) La ETRE ED 4 
| 
| u er Er 4 gg, pr an | 
Eine der vorigen ganz entsprechende Rechnung ergibt 


| Z+NAQ) ,__ ZEN AB), 3 (£) Be .. 
N= 4 BIO As ENap u | 74 ei 
4 Z+NA(Y) REN Z-+-NC(B) See = 4 
ae pP» To dd? Nr a wi 
ZIIYAR)CO, en a a Z-FN CB) u (8) u 
Du Ye P"— 50) 9"— N | "CC nz 4" N y 


Ba [ech + 
Pre SER 7% ZENGB) 4 N (B) 
— Nolan Pr Ta Ir N|t+C, )) + 


Al ZEHN CB) 7 (P) u 
N | eh +| 


BEN DE 


pr Ba—etB+L 94N 
CA 


DON PP. I 


p“ rs 2; NL 1a WR g“ 34% g' 
In gleicher Weise wird: 
DW; Daikh Ca 
i "IE (9 
MD) 00 a | v2 0 — 4. t—t 
Br —p, g“ NEE g', a 2 


Endlich setze man noch 
p'—P, en | ER NABC 
Deo eg! | («) X6L 


o) A—-— 


es ist dann, wenn die » in die erste, die 9 in die zweite und die 
? in die dritte Colonne gesetzt werden: 


Be V,2.°9, AD + CH 


Ri ee El Ze Fr Do 


p“" — 1, 0" — 2 ER 


BEA, 
P, o4+ N, Bu) et 2: 


78) hm EN b(P) p' =» g' —_—; I v8: 


| pP'— 2, g"—g', Aa 


(ß) 

’ %. 723 £ 
? ? un ar 
79) KL— — a PP 0 Et 
IP" pP) 09), REN 


Um für die » und 9 ihre Werte in / einzuführen, hat man 
aus Gleichung 67) 


a 2, 


BI —t—a+B:-p 
AV 2 
A—=14B-C+g 


In die Gleichungen 59), deren ersten beiden man, da C —t ist, 


die Form geben kann 
BZt— BI BC=-— 
Bt (=, 07 


Are le + CA= ya 9 


setzt man die Werte für B3 und Bei ein: 


F— a+-B-—-plt— ec), 


EB -C+NE—C )- CA 1 


Also erhält man 


SO) AN Nie) a, 
ey, 
= = MA NW NCHZ 


Die Ausdrücke 2'—-p», p"—-p', 9'’—-9, 09“—-g' sind, wenn msn 


u Me) Z 
v —— MB NB)C-Z, 


abkürzend setzt 


die folgenden: 


p' = jer- at BCOYUNMo)E +2) (Eat BC) (Nie) +2) 


82) a at Zt) Na \BC-aZ 
BB er Na)£. #4 Z1E4+#) —N{e)BC- a2] 


0 Ele +@-2C)2+Cld-8 +0) MBH NACH 2, 
(+ @-2C)+-CA-B+C)-Nr+ NACH ZI] 
AT NBELHNWCHZICH® -MBCLA-C)-HB-2C)Z 


Hierin ist nämlich gesetzt 
Na CA-8+C)HR=2CHMP)C-H2=NB)CA-C)H-20)Z 


und somit wird 


ACER U 0 


Nat — 

849 9= | None HNDCHAUHNHNDOA- 04-202 
N ) U__f 

BB) | More HMDCHZICHNANM OU 040-202 


Zur Ausrechnung der Determinante ist es vorteilhaft, wenn 
die Terme, die in einer Öolonne stehen, denselben Nenner haben; 
daher sind obige Ausdrücke in folgende Form gebracht, wobei 

il Et tt—m tt on 
gesetzt ist: 


De? = rw ?I-+ ZN (aym+ Z’(t +1) —N(@)[N (e) BC+ aZ]t" — 
Er ZIMe)BO-+ «A 


Di TR ee En 1% ?1+ ZMe)m + Z?(t +) — N (e)[N(e) BO + «Z]t — 


Bars Z[NMe) BC+« a] 
9—9= a . Rede IN) OT-ZINE)Im IN) CHZ EHE) 
— (BIN) OA—C) + — 20)2]E"" + IN) O+ ZIEN BB) OA— 0) + (B—20)Z ] 
NEE —r) 


a ae AaDy — [MB) OHZ1NBIm HIN) OH ZIEHE) 
— MEINE) OA — 0) +8 — 20)2]E-+ LM) C+ ZEN) OA -- 0) +-@—2C Z 
Es entsteht für A, wenn man die Factoren 2% ar ar ) 
u.U. u YVY.V 


(£—f), (#"—f) vor die Determinante setzt, dann die zweite Reihe 
der Determinante von der ersten subtrahiert, auch hier den Factor 
(—") vor die Determinante bringt und 


NUN —U)—t) u 


ER a 


setzt: 
Z’>+Ne)[Ne)BC+«eZ], [N C+Z]-+ NEBEN) OA —C) 
N(eo)I-ZNem Zr") ZT 
NN — N(e)[N(e)BO+ «2]t N?(@)—[N(B) C-+ZINB)m 
= — x.(a)($) —_ Z[N(«)BC-+eZ), +N)CHZPE—1") 


| — NEN) A—0)+@—20)2]1 | 
+IN@) C+Z1.1NE) A — 0)+@—20)2], 
Man multipliciere die erste Reihe der Determinante mit Z 


addiere sie zur zweiten und berücksichtige, dass 


2 ae 
[N) C+Z]?-+ NEN) CA — 0)+@—20)2]=Z°+ NRZ N’(p)?CA 
ist: 


221 Nu)ez+N%o) BO ,  2-+N9BZ-+ N°(9°CA, 


he a N?(@)?I4ZNa)m-+-Z’n N) 2—-[Z4+-N@) C]N(B)m 
SIRTtAL — «Z?—N(«)BCZ , 1Z+N(ß) OP’n--(p—20)2? 


(A483 0)Nip) OZH-N(OA— 0), 


Bei Ausrechnung dieser Determinante erhält man als Factor A 
von {: | | 
K= |2’4 N(e)aZ+ N’(@)?BOY.N?()? — 12° + NBZ + N?’ CAN’@ 
— — Z’N (a)? — (3° ZN Keep) — Bo) + N He)’B)’OB— A) 
Der Factor Z von »» wird: 
L— 12° Na)aZ+N%e)’BOJLZN EB) HN’? CI—1Z’+NBBEZHNB)’OAZNE) 


— _ ZINN Bed ZN DC— ZN) CK) B+@AHE(R)) 
+-N:(«)*(8)°0*B 


Der Factor 47 von z wird: 
M—!Z?-+ Ne)aZ-+ N *X«)*BOY{Z?+2N(B) 0Z-+N°(8)°0?] 
— 12?+ N(B)BZ+ N?’ CA12° 
— Z’N [(e)e — (BB +) 0] + ZN’ Ole)’ B — (BPA+B)’CH 2ete)(P)] 
+ ZN Ca) (BTL) B+ (BJ) + N*ke)?E)?O°B | 
Das constante Glied N’ wird: 
N'—/Z’+ N (o)aZ+ N?(e)?BO1.1B— 20)2°+ (A+B—30)N@) OZ+N BEA 0) 
+12? MB)BZ + N’)? OA a2? Mae)BCZ,, 
oder: 
N—= 2 +2—20)-+ ZN (Wed — 20)+ B)eß + AAA+B—30)+(«)BC] 
—+ Z’N’Bfta)’ —20)B+ (BP) A+CA— EC) + (e)B)leB + «A —+BB—3eC)] 
+ ZN) (B) OL A+B— 3C) + W)AB-+ e(pJ A— C))+ Na)’(’OBA—O) 
Die Berechnung der Grössen A&, An, A£ geschieht auf ent- 
sprechende Weise; man erhält noch viel umständlichere und unüber- 
sichtlichere Formeln; und da diese Formeln nicht weiter benutzt 
werden sollen, so begnüge ich mich damit, die Berechnuug von 4 
bis zu Ende durchgeführt zu haben. 


Die aufgestellten Formeln gestatten einige Bemerkungen und 
Schlüsse. 


Sieht man in A von dem Factor x ab, welcher ebenso bei A$, 
in, 4X, auftritt und somit wegfällt, und geht man zur Grenze 
Ries); 
über, so erkennt man, dass der Ausdruck 4 eine in Z: cubische 
Funktion ist. In dieser Funktion hat Z3 den Coefficienten —(«)(B)X. 
Der Ausdruck für A zeigt nun, dass er gleich 0 wird für 


= ()?, ade), A=B 


Dies wird erreicht, wenn man die Lage der Brennstrahlen 
dahin specialisiert, dass sie gegen einander unter demselben Winkel 
geneigt sind, und somit 

P— re “% 
ist, und dass die im S 2 definierten Grössen a, d, c einander gleich 
sind; denn dann ist nach 34) und 48) auch 


A= BC 0 =Pey,)EN)—V). 


Unter dieser Bedingung wird also A quadratisch in /; und da 
A&, An, A& cubische Funktion von 7 bleiben, ist ein Unendlichkeits- 


punkt der Curve bestimmt durch /= c= ==, oder 2 ze lin 


die Osculationsebene dieses Unendlichkeitspunktes — eine Asymptoten- 
ebene — geht der 3- Axe und somit auch dem Brennstrahl G,; 
parallel. 

Was hier für G, und eine Asymptötenebene gezeigt ist, gilt 
bei der umfassenden Specialisation 

PZEWVZN Dar DER 
auch für G,, G, und den beiden anderen Asymptotenebenen. Man 
hat demnach den Satz: 

Sind dıe drei Brennstrahlen unter gleichem Winkel gegen 
einander gencıgt und sınd die Strecken a, b, c unter einander 
gleich, so ıst je eine Asymptotenebene der durch dıe drei Brenn- 
strahlen bestimmte Raumcurve dritter Ordnung parallel eınem 
Brennstrahl. 

Die allgemeinen Ausdrücke für AS, An, AZ in 77), 78), 79) 
zeigen, dass, wenn sich zwei Brenngeraden schneiden, d. h. wenn eine 


der Grössen a, d, c gleich O ist, jedesmal eine der entsprechenden 
Grössen AS, An, A£ gleich © wird, dass also keine eigentliche Raum- 
curve dritter Ordnung existiert. 
In den genannten Ausdrücken nehmen nämlich die Factoren 
a 1 b va: CR 1 
A aA)” B BA—YA—)’ CT el—p)A—y%) 


r 1 
die Form gan. 


Aus der letzten Bemerkung folgt noch, dass ein Zerfallen der 
Curve auch stattfindet, wenn einer der Factoren (1—9?), (1—w), 
(1—y?) gleich O0 wird, d. h. wenn zwei Brennstrahlen parallel gehen. 


Hiernach hat man den Satz: 

Schneiden sıch zwei von den drei Brennstrahlen einer 
Raumeurve drıtter Ordnung oder sind zwei Brennstrahlen eın- 
ander parallel, so zerfällt dıese Curve. 

Einfachere und zu weiterer Behandlung brauchbare Formeln 
entstehen, wenn man die Lage der drei Brennstrahlen in geeigneter 
Weise specialisiert, d. h. Bedingungen zwischen a, 2, c, und @,w, % 
einführt. 

Man erhält z. B. ziemlich einfache Formeln, wenn man Z=o 
setzt; durch Hinzufügung weiterer Bedingungen kann man die 
Formeln dann noch einfacher gestalten. 


Besonders eine Art der Specialisierung liegt sehr nahe: näm- 
lich die Annahme, dass die Brennstrahlen rechtwinkelig zu einander 
sind; dann sind nicht nur g, w, x, sondern auch «a, ß, y gleich 0. 


Dazu kann man noch die weitere Bedingung hinzufügen, dass 
die kürzesten gegenseitigen Entfernungen der. drei Brennstrahlen 
einander gleich sind, dass also a=d==e ist. 

Dieser Specialfall soll im nächsten Abschnitt weiter untersucht 
werden. 


Zweiter Abschnitt. 


Die Raumeurve dritter Ordnung, deren Brenn- 
strahlen rechtwinkelig zu einander sind und gleiche 
kürzeste Entfernungen von einander haben. 


S 6. 

Die Gleichung der Osculationsebene, die Coor- 
dinaten der Schnittpunkte dreier Osculationsebenen, 
die Gleichung der Tangente, die Coordinaten der 

Raumcurve. 


Die Bedingungen: »die Brennstrahlen der zu betrachtenden 
Raumeurve dritter. Ordnung stehen rechtwinkelig zu einander und 
die kürzesten gegenseitigen Entfernungen der Brennstrahlen sind 
einander gleich« sprechen sich, wie schon erwähnt, in folgenden 
Gleichungen aus: 


Del 
Behr al, 
Die Gleichungen haben nach 34) und 48) des vorigen Ab- 
schnittes die weiteren zur Folge: 


GB el 
Aehr led 
(EM)—=N=—d 
VS NZ As 


a a Bag: 
P=Iz gm 979 


\r of Pd: r—2d?t+2d! |. ae 
ee 31--@? au 3 (3:—4d?) (3-43) 
Die Ooefficienten der Osculationsebene sind demnach 
3 24 3 Pr 3 Ara — 2 13ge 


ni Bed td I Ta Ban 
und nach 70) des vorigen Abschnittes 


ze 


= p444324 3202| =— 3 an 
Die Osculationsebene hat somit zur Gleichung: 
— (+ d2)(8t +4) + (P— 2434244) (3: — 40?) n+ (21°— 2d°i + 130°) d*L 
— — (# 34°? — 10d!t+-d°)d 


Da Z=C” gesetzt war, und somit nach den gegenwärtigen 
C 
Specialisierungen | 
a3 
wird, gestaltet sich die Gleichung der Osculationsebene, wie folgt: 
1) — (#4 493% 4 d)54(2°— 2xd-+ 2d?)(3x —Ad)n+ (22° — %ad-+13d3)d.L 
= (% 3 + 37?d — 10xd? - d’)d 
oder 
1) (— 32° —22d— 3xd?—d®) E+ (32° — 10x44 14xd? — 8a) n-+ (22°d—2xd’+13d9)E 
— — (#521 32) 1020 0 
Die Coefficienten und Constante der Ebene mögen kurz be- 


zeichnet werden mit 
2) A=— 32? —2’%d—3ad?—d?, B=37°’—102°d 4 14x? — 8A’, T= 2774 217 130° 
I— (—x’—3x’d+10xd’—a’)d. 
Um die Normalform der Osculationsebene zu erhalten, ist ihre 
Gleichung mit 
Be) Y2IBPI7—=3y@+ a? 2%xd-- 2d2)(22°— 224-1342) 
zu dividieren. 
Man sucht nun bei der Berechnung der Coordinaten der Curve 


zunächst, wie schon in der Entwickelung im $ 5 angegeben, den 
Schnittpunkt &, n, £ dreier Osculationsebenen (z, 3‘, 2) auf. 


Das dort definierte Ö ist dann: 

| — 343 — x?d— 3xd? —d?, 32° — 102°d-+ 142d? — 8d?, 22?d — ad? 130° | 

= | — 3% — xd— 3%'d?— d?, 3% ?— 10x ’d-+ 148/d’— Sa}, 2x'’d — 2x'd? + 13d} 
| — 3232 ?d—3x'd?—d?, 32—10%'d--142'd?—8d?, 2x ’d—2x'd?--13d? 


er 


Bei derartigen Determinanten genügt die Angabe der ersten 
Horizontalreihe, um sich die zweite und dritte sofort zu bilden; es 
sollen deshalb im Folgenden die zweiten und dritten Reihen, wo es 
angängig ist, nur durch horizontale Striche angedeutet werden. 

Man addiere die erste Colonne* zur zweiten und setze die 
Factoren d aus der neuen und der dritten Colonne vor die Deter- 
minante: 


— 3’— 2’d — 3xd’—d’, —112?4+11xd—9d?, 2%? —-2xd--13d? 


Deo d2 


| 
| ee SEE ! 
| | 


Hierauf addiere man das fünffache der letzten Colonne zur 
zweiten und das zweifache der neuen zur dritten: 
— 3? — ad — 3d’—d, —x’-xd+56d?, 1250? 
— 3a —ad— 3a —d, —xr’—xd+56d?, 1254? 
— al ad 38’, —a"’2d--56d°, 1250? 


ll 


| 
Jetzt subtrahiere man die zweite Reihe von der dritten und 
die erste von der zweiten und setze die Factoren (z2—z‘) und (—;) 
vor die Determinante: 
Id ad — a, —x+7d456d, 1250? | 
= Aa —e)le—2) | —3@ +0 +7) — +) 3,4), 0 | 
—3(@ 42/2" 42) — (a +2 )d3d,—(#+r)+d,0 | 
Endlich subtrahiere man die dritte Reihe von der zweiten, setze 
den Factor (z—-3“) vor die Detorminante und führe 
Kz 25 d\(&"— 2')(’— 2)(2—-2") 
ein, so wird: | 
BI. Re | er) = De 2: We 
| — 3? + 2/22?) — (+3 )d—3d?, —(#' +%)+d | 


Subtrahiert man noch die mit d multiplieierte zweite Colonne 
von der ersten, so entsteht: 


a, BIGZ +#-+%#") ’ —1 


} — DR: > 9 p) ı | 
0 —3@® +32 4a) — Ad, tr) +d 


"Bemerkung :: Die Horizontalreihen einer Determinante sind, wie gebräuchlich, kurzweg als 
Reihen und die Vertikalreihen als Colonnen bezeichnet. 


oder ausgerechnet: 
4) d—=5K/3@r' 42%" +2") —3(&+%' +%')d — 4a? 
In entsprechender Weise erhält man den Wert von dS: 


—2°--3%°d+-102d?—d?, 3%x°—10%’d-+14xd?—8d?, 2%? — 2xd--13q? 
Der ul 


Man addiere zur zweiten Colonne die mit 3 multiplicierte erste 
und die mit 9 multiplicierte dritte und bringe aus der entstandenen 
Colonne den Factor d vor die Determinante: | 


— 5? — 32’7d + 10xd’— d?, — x’ 26xd--106d?, 2%°”—2xd-- 13d? 
DE ad Be re a 


Hierauf addiere man zur dritten Colonne die mit 2 multipli- 
cierte zweite und sondere 25@ ab: 


— 3 37’d4 10x02 d?, —x’426xd41064°, 2x49d 


JE — 2dd! 


Dann addiere man zur ersten und zur zweiten Oolonne die 
mit (—5a?) bezüglich mit (—13d2) multiplicierte dritte Colonne: 


—2?—32’d— 46d?, —x’—11d’, 2%z-+-9d 


VE — 25a 


Addiert man die mit (—3) multiplieierte zweite Colonne zur 
ersten, so entsteht: 
23 134%, —ar—11d?, %-9d 
0825) mR— 13a, —a—11d?, 22/738 
—,3—130?, —x'?—11d?, 921.94 
Nun subtrahiere man die zweite Reihe von der dritten und 


die erste von der zweiten und bringe aus der entstandenen zweiten. 
und dritten Reihe beziehungsweise die Factoren (z’—.2), (z2‘—2z‘) vor 


die Determinante: 
5 13B,  —a—11d, %19d 
0E—25dle—-2)(e"—2) | Zr), —@AR), 2 | 
— (42/242?) —(#' 42), 2 | 


Darauf subtrahiere jnan die dritte Reihe von der zweiten, setze 
den Factor (2—:“) vor die Determinante und berücksichtige den 
Wert von K: 

| — x? —13d?, —#’— 11d?, 2x-49d | 
N Le ae 1, 0 
—@'+#x" 3) -@+#"), 2 | 

Endlich addiere man die mit —(z-+3”) multiplicierte zweite 
Reihe zur dritten: 
182130, —a2—11d?, 22-494 | 

a a 0 

(ax —x'2"4%"'%), U 2 
Durch Ausrechnung der Determinante entsteht: 
#) 0S=K 122x249’ +8’ +2'x)d--22(&+2'42)d?-4-260°) 


Für ön erhält man: 


| 
— 32°— z’d — 32d? — d’, —x’—32’d+10zd’—a?, 2x” — 2xd-+-13d? | 


2: | 
| 


Man addiere zur ersten Oolonne die mit (—3) multiplicierte 
zweite und die mit (—4d) multiplicierte dritte Colonne und stelle 
den Factor 25d? der entstehenden Colonne vor die Determinante: 
—1—2d, —x’—32’d-+102d’—d?,  22?—2xd-+-13d? 


in — dd 


Darauf addiere man zur zweiten Colonne die mit 10d? und 
zur dritten die mit (—2d) multiplicierte erste Colonne: 


—1—2d, —x?’—32’d—21d?, 2x?+17d? 
dn = 25 


Man addiert weiter die mit 2 multiplicierte dritte Colonne zur 


zweiten: 
a A Bea 


; OsL, 
I oral 2, ut, 1170 
re ar ra ar an u> 


—r dd, a, 2x'?--17d? 


Nun subtrahiere man die zweite Reihe von der dritten, die 
'erste von der zweiten und fahre in genau derselben Weise, wie 
oben, in der Entwickelung fort, dann entsteht schliesslich die Gleichung: 
E20. +2 2x°1-170 

0°, ln 
—1, (ax +x"%), 0 
oder nach Ausrechnung der Determinante: 
6) dn = Klaas" 4x’ 4x2" 42" x)d— 17% +84)? —9a°). 

Weiter ist: 

| 323 d—32d?—d3,32°— 10 2°d-+ 14x? 8a, —x>—3x?d4-10xd? —q® 


ON K 


Man addiere die zweite Colonne zur ersten und die mit 3 
multiplicierte dritte zur zweiten: 


| —11#°--112ad— 90’, —19%’4-442d—11d°, —3?—32°d+102d4’—d? 
Oel | EN 2 
I N i 19 
Darauf addiere man zur zweiten Colonne die mit (—77)undzur 


dritten die mit (-— 5 d) multiplieierte erste und stelle den Factor 
25d der entstehenden zweiten Colonne vor die Determinante: 


2 Sun Ds 
—11x’+1124—9d?, x +--2d, —x’-72a’-+__d? 
0£—25d* | i ER, 11 


Addiert man zur ersten Colonne die mit (—11d) und zur 


dritten die mit (—7d?) multiplicierte zweite Colonne, so erhält man: 


D 2 7 u 2 D 
—11z?—11d?, 24 _d, —’-+_d? 
* 77 177 


L—2dadt| —11’— 11c}, +4, et, 


; 2 PER: |; 
—11#'?—11d?, x" +_-d, —"’+—.d? 
11% "SR 


Hieraus entsteht in derselben Weise, wie oben: 


| 2 BR 

ı — 112? —11d’, x+—d, .—2’+_—d’ 

x ) rn ) ERLER: 

00. LE 0, tr) 


Dies 1, (42% 2%) | 


Eur 


Dieser Ausdruck liefert endlich 
7) o&= K{l1xziz" + 2(g2'+2’2" +2 2)d—11(2+-2'+ 2) 20° 
Man erhält somit aus 4), 5), 6), 7) als Coordinaten 5, n, { des 
Schnittpunktes dieser Osculationsebenen (2, 2‘, 2"): | 
Rn 222'2" 4922422" 72"2)d—22(24-2'4-2")@2-+26@° 
; See eat +2")d 40? B 
Bee 1 Meer erde +24 2) 
HMEHE HE Here 
erst eher Heat tete 
Bette 
Wird z”=z‘ und constant, bleibt jedoch z variabel, so stellen 
die vorstehenden ÖCoordinaten die Punkte der Tangente an die Curve 
im Punkte (z‘) dar, die von einer Osculationsebene (2) ausgeschnitten 


5) Me 


| 


> 


werden. 
In passender Zusammenfassung ‚lauten in diesem Falle die 
Coordinaten: 
.__ Ber+18rd220)-1 192” —A42d4 260>]d 
5 5l(62°—30)2-1-(32'2 zd—Ad})] 
8‘) RS ee 
2 Bde Ber bed] 


(112? 7 42@ — 110?]2-- 22°” — 2220 — 2°] 
5[(63’— 34 )e+-(32?—62’d—4d?)| 
8%) ist also die Gleichung einer Tangente an die Curve in 
Parameterform. | 
Ist in 8) 22‘ und variabel, aber 2 constant, so stellen die 
Gleichungen 8) das quadratische Schnittgebilde von sämmtlichen 
Tangenten a, mit der Osculationsebene (z) dar. Es ist dann: 
22 9d Je + (182 44) 2/d--(— 2224-26)? 
5[32'°-1-(62 —pd)rdt (— 32 — 4d)d?] 
8%) 2 (22 4@)2?4-(&— 34d) d-(— 112— Id) d? 
17T 522 (6e— 60)ed-(— 32—4d)a®] 
„_ (112-+ 20)2'?+(42— 22d)d+(—112— 2d)a? 
eg, 5[32°-- (62-60) 2'041 ( — 32-—-4Ad})d2] 


| 


in 


Ur 


Wird z2”—z2‘=z, so gehen die Gleichungen 8) in die Gleichungen 
der Coordinaten der Raumcurve dritter Ordnung über: 
22?--2722d—6620?-260? 
 5(92?—92d—4d?) 


1) AN -+ 122?d-- 5120? — Id? 
” N 5(92?— 92d—4d?) 


112°—+62?d — 332d? — 2d? 


5(92°—92d— 4a?) 


E 
=) 


| 


ul. 
Ss — 


Der Nenner, welcher im Folgenden kurz mit ./ bezeichnet 
wird, kann ebenso wie der Zähler in Factoren zerlegt werden, und 


zwar ist: 
„__ (@4-142d— 260°)(22—d) 
we blsskayss a 
 (22?-+-182d430°)(2—3d) 
NIT 5 AB2—4d) 


(112°—162d— d?)(e+-2d) | 
Be zT 


ass 


Diese Ausdrücke lehren sofort, dass die Ourve jede Coordinaten- 


ebene in drei reellen Punkten schneidet, und dass bei z=— 


z—=& die Coordinaten gleich unendlich werden. 


8 7. 
Analytischer Beweis des Hurwitz’schen Satzes. 


Mit Hilfe der Formeln 8) soll für unsere specielle Curve ein 
für jede gewundene Curve dritter Ordnung geltender Satz bewiesen 
werden, den mir vor längerer Zeit: Herr Prof. Dr. 7. Schur als von 
Herrn Dr. Zurwıfz herrührend mitgeteilt hat, und der als eine Ver- 
allgemeinerung des entsprechenden Satzes bei den Kegelschnitten 
aufgefasst werden kann. 

Bekanntlich erscheint bei den Kegelschnitten das Stück einer 
beliebigen Tangente, das von zwei festen Tangenten abgeschnitten 


er BER 


_ wird, von einem Brennpunkte aus gesehen stets unter demselben 
Winkel. Der entsprechende Satz der Raumcurve dritter Ordnung 
lautet in seiner allgemeinsten Fassung: 

»Legt man durch eine der drei Brenngeraden und durch 
je einen der Endpunkte desjenigen Stückes der Schnittgeraden 
zweier beliebisen Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Ord- 
nung, welches von zwei festen Osculationsebenen abgetrennt wırd, 
zwer Ebenen, so bilden dıese beiden einen constanten, nur von der 
Lage ber beiden festen Ebenen abhängigen Winkel.« 

Die beiden festen Osculationsebenen seien durch die Parameter 
z—a und 2=Ö, die beiden beliebigen Osculationsebenen durch die 
Parameter z—=x und 2=7 charakterisiert. Die Endpunkte P und ?, 
des von den beiden festen Schmiegungsebenen abgetrennten Stückes der 
Schnittgeraden der beiden beliebigen Schmiegungsebenen haben nach 
8) als Coordinaten: 2 Be 
: Zuva—- Yuv—+ va—+ au)d—22(u4v--a)d’—-264' 

Fe a 1 
 auvl2a--I9d)+ (u +-v)(Ia — 22d)d— (220 — 26d)d? 


d 
a 
.,2ıwa—+4uv-—-va-+ auyd— 17(u+va\d’— Id? 
a A 
10«) a 
_ wol2a 44) (u+v)(da — 172)d — (17a-9a) a? 
Er 2 
„ __ 1luva-+ %Auv- va au)d— 11(e -+7—-a)d—2d? 
Sr 7: 
- _ av(l1la--2d) (u v)(2a— 110) — (11e--2d)d? 
—— 7 
„ __ wo(25-9d)-+ (u 2)(96 — 22d)d— (225 —260)d? 
Sb 4, 
__ uv(2b 4 4d)-+ (u+v)(Ld—17d)d— (175+9a)d? 
10») " va I, 


. __ w(l1d+24) + (u+2)(25—11d)d—(1154-20)d? 
ven meer eine 
b 


Die Ebene durch die Brenngerade G, und irgend einen Punkt 
(&; 1; C;) hat, wie leicht ersichtlich, zur Gleichung in der Normal- 


form: 


Um: 


S; N, 4 £ 
& d 
u = d)’ 


_ 


Ye 
® (} 


10° = 
) +12, +0, —0)° U 


Setzt man für &,n,{, je einmal die Werte aus 10«) und 10») 
ein, so hat man die beiden Ebenen durch die Brenngeraden G, und 
durch je einen Punkt ?, und ?,. Der Winkel ei dieser beiden 


L 
Ebenen ist bestimmt durch: 


cos en 
G y£ 2(y Im Ve 2-7 a7 
a a b b 
Da nun 
wa — 1lluv FrVaT au)d— Au Tv ad’ 11? 
I 53a +vatau)—3(u+v—-a)d—4d?] 
_ wol2a — 11d)— (ere)lla2d)da—PBa—11d)d? 
ee 7 
und 
grad 11a) — (u+v)\(11542d)d— (25 —11d)d? 
ee 


b 


L : S, ar (N, —d) e (N, ll d)— 


ist, so hat man 


a ella+ 2d) + (u+v)(2a— 11d)d— (11a +2a)at h 

ab 

H ue(t1b-+2a) — (+ v)(2d»—11d)d— (115 2d) a 
+-[uot2a — 11d) — (u—+v)(l11a+2d)d— (2a—1 1aya} ; 


u») +14 2a 11ayai|) 


ee \ 
an | er Sn )@b— a tt v)lold. 
[47 


(la+2d)(1104+-24)] 7 (2a 114) 114) 
| 114)(2b — 1a, ee) 5 A. ; 


Be (11a--2d)(115--24) 
ler or 11d a N 


A 111,0 


_ 12 
ne [22 v2 tdi], 
oder 
A En 125(a5-+d?)(u? -+d?)(v?-+d? 
10°) =, rd = ab--« \e? +d°)(v’--d?) 


A .4 
a b 
Weiter ist bei Anwendung der Formel 


EHI —@ +20 y®+28242y2-$23): 
tn? = Wellla+2d )-Ha-to)2a—11d)d—(1 tat 2aya 
: 
eet22 11) (ur) UIa+ 20a 2a 11aye) 
E : hrta taste) Zutat ya’ Hana | 


oder 
10°) 2 MI = 


d 


125(a°4+-d?\(u>+ d2)(e?+ a3) 
Aa? : b) 
und: somit entsteht 
are er De er) nn CHAR ae 
Also erhält man: ah 


11) BR ab — ab--d? 


 Va®+d?)(b?-+d?) 


Dieser Wert ist nes von den den variabeln Oscula- 


tionsebenen zuerteilten Parametern # und v und nur abhängig von 
den den festen Osculationsebenen zugehörigen Parametern @ und 2. 
Somit ist der angegebene Satz für die Brenngeraden G, bewiesen. - « 

Für die beiden anderen Geraden ist der Beweis ganz ent- 
sprechend. Man erhält für die beiden Ebenen durch die Gerade G, 
und die Punkte 4 und 7, die Gleichungen: 


S Cd = 
1a ort oe ee ee 
Fra Eee ap Feten) 
12‘) BEE, a a 
| i Rz F BR. 
TS I I 
a ee Te ng ee 
u, b NG b b b 
und für sie wird: 
12) u MT Re 


Va®—2ad-3d? -Vb>—2bd--2q? 


rn 


Die Gleichungen der beiden Ebenen durch G, und die Punkte 
P, und 7, lauten: 


EHE TEE, a "Fe, 


1b DUB Na 
er _— een, NE = S z = 
+18, 7 THE): 


und ihr Winkel 2 ist bestimmt durch 


3 


d 


9] D) 
13) Be 2ab—(a+b)d+-13d? e 
ER REEL — 3413 TE 


Der angegebene Satz kann auch in zwei speciellen, bemerkens- 
werten Formen ausgesprochen werden. Es waren nämlich zwei der 
vier Osculationsebenen ganz beliebig, man kann nun erstens von 
diesen beiden eine noch als fest annehmen; dann wird aus der 
einen variablen Osculationsebene durch die drei festen ein Dreieck 
ausgeschnitten. Dies gibt den Satz: 


„Projcıert man dıe Eckpunkte des Dreiecks, das aus einer 
varınbeln Osculationsebene einer Raumcurve drıtter Ordnung von 
drei festen Osculationsebenen ausgeschnilten wird, von einer Brenn- 
geraden aus durch drei Ebenen, so bilden diese drei! Ebenen con- 
stante Winkel unter einander“. 


Zweitens kann man die beiden variabeln Ebenen des ersten 
Satzes zusammenfallen lassen, dass also vv ist, dann stellen die 
Gleichungen 10@) und 10°) zwei von zwei festen Ebenen /@, 5) aus- 
geschnittene Punkte einer Tangente der Raumcurve dritter Ordnung 
dar, und man hat den Satz: 


LT ORBEIERL, man die Endpunkte des von zweı festen Oscula- 
tıonsebenen abgeschnittenen Stückes eımer beliebigen Tangente 
durch zwei Ebenen aus einer Brenngeraden, dann bilden diese 
beiden Ebenen stets einen constanten Winkel“. 

Im besonderen Fall kann man zu den drei festen Osculations- 
ebenen die drei Asymptotenebenen unserer Raumcurve dritter Ord- 


- 


BERREUEN a 


nung wählen, welche, wie schon bemerkt, durch die Parameter 


d 4d we: . 
2=—,, 2, 2 @ charakterisiert sind, und die als Gleichungen 
die folgenden haben: 
ER EL ER. 
3n — 3° — d—0 2=—3—4 
Bea yen nn 
3. 30 = d—( on oe 
dann wird nach 11) 
4 
rg J2 
cos — Be) I = EEE 2 
a 12 16 3 male 
ta. Vadlo 1 
sd 
cos Pe — N 
6, 16 72.1 ga 5 
+ 
1 
ad 
LOS B 2 


Entsprechende Werte ergeben sich, wenn man die Eckpunkte 
dieses Dreiecks aus den Brenngeraden G, und G, projiciert. 

Die Aufstellung dieser Werte führt zu einer Construction der 
Curve. Im Folgenden sollen jedoch Sätze abgeleitet werden, die 
eine weit einfachere Construction der betrachteten Raumeurve dritter 
Ordnung ermöglichen. 


S 8. 


Eine Construction der Curve. 


Die Schmiegungsebene schneidet auf den drei Brenngeraden 
G,, G,, @, je einen Punkt Z,, 7, 7; aus, deren Coordinaten man 


entweder durch Einführung der gemachten specialisierenden Be- 
dingungen in die allgemeinen Gleichungen der Collineation oder 


x 


direkt als Schnitte der Osculationsebene mit den Brenngeraden findet. 
Es ergibt. sich, dafür nn, 4 470 für GG: an 25 
für 5: 3 —=d m; =oist, aus 1) und 2) 

A—Bd 4% — Td 


Zr: Se A ner era none 
A— Td —x— 1d Ss 
14) BR: 8=0 % = B — 5 —d 
BR: 54, 0 ) G —=2 


Projiciertt man 'nun aus G, die Punkte A, 7, aus & die 
Punkte ?, 7, und aus G, die Punkte 7, 7,, so entstehen für die 
projicierenden Ebenenpaare nach den Formeln 10‘), 12), 13‘) folgende 
-Gleichungen in der Normalform: 

. 3%—4d ee ee? 3x—4d | 
| tdY% gel  +5%R’t@ TE u, Ze; 


iR 


d x—d Be d d 
+y#—»da+2d° Yard 20? Ss Type 


4x—Td 3x-+d 4%x—7d 


E — 


+5Yr ad 20 St FE an a a DT mer 


3x--d Auf x—8d Bi 3x--d 
+52» —2xd+130)” LVY&r—ad-+13R) Ttper— 2xd+-13d?) 


Un 


Bo 


ld &4 3x —Ad EEE —ı—d d 
Fer ar 130) Hs aa ie) Fred Br 


Eine leicht durchführbare Rechnung zeigt, dass der Cosinus 
des Neigungswinkels der beiden Ebenen je eines Ebenenpaares nicht 
nur constant, sondern auch bei den drei verschiedenen Ebenenpaaren, 
abgesehen vom Vorzeichen, derselbe ist, und zwar ist 


3 3 3 
- A ee. 
15) cos Allee 5, C08 er 5» 08 5: 


Man hat den Satz: 
»Propıert man aus Je einer Brenngeraden dıe durch eine 
Osculationsebene ausgeschnittenen Punkte der beiden andern Brenn- 


geraden durch je zweı Ebenen, so haben diese zwei Ebenen ber. 
der betrachteten Raumcurve dritter Ordnung eine constante gegen- 
seitıge Neigung, und zwar ıst diese Neigung v bei allen drei 


Ebenenpaaren dieselbe, nämlich cos v —T,, . 


Dieser Satz führt auf folgende Oonstruction der Osculations- 
ebene an die hetrachtete Raumcurve dritter Ordnung: Man lege ein 
Ebenenpaar durch eine der drei gegebenen Brenngeraden, etwa durch 
G, unter der Neigung », welcher Winkel oder dessen Nebenwinkel 
leicht zu construieren ist als einer der spitzen Winkel des recht- 
winkeligen Dreiecks, dessen Seiten 3, 4, 5 sind; das Ebenenpaar 
schneidet auf der zweiten und dritten Brenngeraden die Punkte 2, 
und 7, aus. Darauf lege man unter derselben Neigung durch G, 
ein Ebenenpaar, wovon die eine Ebene durch 7, geht; die andere 
Ebene schneidet auf G, den Punkt 7, aus. Die Ebene durch 2, 
P,, P, ist die Osculationsebene an die betrachtete Raumcurve. 


Die Construction des Berührungspunktes der Osculationsebene 
schliesst sich an folgende Betrachtung an. 


Die Punkte 2,7, P, 


der Osculationsebene ausgeschnitten werden, bestimmen ein Dreieck 
4,, dessen Schwerpunkt ‚5, nach 14) die Coordinaten hat: 


a 
en 


welche auf den drei Brenngeraden von 


tag] 


a Bere 
‚ _NHtntn __ 2a—1i1ld d 
16) ASS NT —3%—443 
ee tet _%td 
=. 3 ie 


Zur Summe haben diese Coordinaten: 
rn B@®-+32°d—10xd’-+Ha®) _ 
N) ee rn) 
Dieselbe Summe haben die Coordinaten 9) des Curvenpunktes 
und die Coordinaten des Punktes ‚S,, welchen die Osculationsebene 
aus der Geraden 


Ber TAHREET 


ausschneidet; denn wenn man in die Gleichung der ÖOsculations- 
ebene 1‘) & —= n = { einsetzt, so entsteht für den Punkt 5, 


»>+32°d—10xd?4-d° 
(3x-+4)(8»—4d) 


18) a = ee 


Diese letzte Gerade &—=n=={ liegt symmetrisch zu den drei 
Brenngeraden; ich nenne sie in Zukunft kurz die Symmetrieaxe. 


Die geometrische Bedeutung der Thatsache, dass die Summen 
der drei Öoordinatentripel einander gleich sind, ist diese: 

Die Gleichung einer Ebene, welche zur Symmetrieaxe senk- 
recht steht, lautet in der Normalform 


worin K eine beliebige positive Constante ist. 


Die Entfernung e des Punktes & „‘ Ü von dieser Ebene ist 

nach bekanntem Satze: 
= 1 dent 
y3 

Somit bedeutet die oben erwähnte Gleichheit der drei Coordi- 
natensummen, dass die drei Punkte gleich weit von derselben zur 
Symmetrieaxe senkrechten Ebene entfernt sind; oder man hat den 
Satz: 

»Der Punkt S,, welchen dıe Osculahonsebene aus der Symme- 
frıeaxe ausschneidet, der Schwerpunkt 5, des durch dıe Schnitt- 
punkte der Brenngeraden mit der Osculationsebene bestimmten 
Dreiecks und der Punkt P der betrachteten Raumcurve dritter 
Ordnung legen in einer Geraden, welche senkrecht zur Symme- 
frıeaxe steht. 


Es liegt die Aufgabe nahe, die gegenseitigen Entfernungen der 
drei Punkte zu bestimmen. Man hat nach 18) und 9) 


Rp . »+152°d—50xd+5d° _ 3427270 662d°+264° _(32°—3xd4-7d)(x—3d) 
DDR 5(3x-1-d)(3x—4d) 5(32-+d)(3%«—4d) 5(32-4-d)(32—4d) 


RER Ay Gh NE 


_5%°+15%’d—50xd’-H5a? 22°--1 2rd—S1xd’— Id’ _ (3%°—3xd--7d?)x+-2d) 
A A A 


£ _ 29%’ 15#°d—50xd’+5d? _11x°+6x°d—3324’— 2a’ (32° 3xd4-7a)(—2x--4) 
Sins —= 
A A A 


2(32°—3xd+-7d?)? 
5232-1d)?(32—4d)? 


19) ee 


Nach 18) und 19) entsteht: 
u 329274 30xd?4+3d? — (7xd—6d?)(3x—Ad) __ (32°—3xd472)(x—3d) 


aan 3(3x--d)(3x—4d) 3Bxta)(3z—Ad) Br td)Ia—Ad) 
nn 30 +3 _ (rd—11d’)(3x+d) _ (3r’—3rd4+70°)\+2q) 
hs 3(32--d)(32—4d) .38xd)(3x—4d)  : 3(8%-4-d)(3x-—-4d) 
Eu 3 Id—302d’+3d? _ (#+-d)9r’—Id— Ad}, _(3R? — 3d+743)(— 24-4) 
re 3(8x-d)(3x—4d) 38x44) 8x—Ad)  3(3x-4-d)(3r—-4d) 
20) = 2(32°—3xd-1-7d?)® 


3°(3%4-d)? 32 — 44)? 
Aus 19) und 20) folgt 
21) | HER: 


Man hat also den vorigen Satz noch zu ergänzen: 
»und zwar verhält sich dıe Entfernung des Curvenpunktes P von 
S, zur Entfernung des Schwerpunktes S, von S, wie 3 : 5.< 


Zur angegebenen Construction der Osculationsebene ist dann 
noch, um den Curvenpunkt zu finden, hinzuzufügen: Man verbinde 
den Schwerpunkt ‚S\ des Brennstrahldreiecks mit dem Schnittpunkt 5, 
der Osculationsebene mit der Symmetrieaxe, teile diese Strecke in 
5 gleiche Teile und trage von ‚S, 3 Teile darauf ab: der Endpunkt 
der abgetragenen Strecke ist der Raumceurvenpunkt, welcher zur Os- 
culationsebene gehört. 


Eine andere Art, in der Osculationsebene den zugehörigen 
Punkt der Curve constructiv zu finden, soll auf Grund eines im 
nächsten Paragraphen zu entwickelnden Satzes an die Entwickelung 
anschliessend gezeigt werden. 


Ba. - 


89. 
Asymptoten und Asymptotenebenen. 


Wie schon angegeben, sind die unendlich fernen Punkte unserer 
Raumcurve dritter Ordnung durch die Parameter ee ; 
z,—o& bestimmt. Man erhält also die drei Tangenten in den un- 
endlich fernen Punkten der Curve, die Asymptoten, wenn man in 
die Gleichung 8‘) die angegebenen Werte für 2‘ einführt; diese 
Gleichungen stellen dann die Coordinaten je eines Schnittpunktes 
einer beliebigen Osculationsebene mit einer Asymptote dar. Man 


erhält: 


4:5 1%—1öd d 7% —d d „ Ir2dd 
AT rd HUT? AT 
ed A —-17dd ». 5-10dd 
2 I Messe Zee 
22) A: By ana ee 
ehekn A 
A 5 a3 Ber Eu = 05 


Bildet man nun die Summen der 5, der „, der Ü unter sich, 
so entsteht: | 
(1%xd_154°)(15%x_20d)--(2zd— 64°)(15x--50)+@2x-+9d)(9x?9xd4d?) 
++ = 3.5(8x-4d)(3x—4d) 
_ 3(22°+272°d—66xd?-H 26d) 
5(3x-1d)(3x Ad) 
 (rd_d)(15%— 204) + d_174)(15x+5d)-+2x 440)’ Id—4d>) 


NN u - 
A 
2 0 (did2d9)(15x-200)+rd—104°)(15x-+54)-+(11x4-2d)(99d_4g®) 
+4 0 
3(112°+6%°d—332d? — 2d®) 
en TR 
oder 
tt _ Ted 66r +26 
3 4 
23) Hmm 12a dee I 
A 


DALE 1121622033202 203 
a N 


u Aa 


Im Hinblick auf 9) liefert dies den bemerkenswerten Satz: 

»Der Schwerpunkt des durch die drei Schnittpunkte einer 
Osculationsebene mıt den drei Asymptoten bestimmten Dreiecks ıst 
ein Punkt der Raumcurve dritter Ordnung und zwar der Be- 
rührungspunkt dieser Osculathlonsebene.< 


Ein entsprechender Satz existiert bekanntlich auch bei der 
Hyperbel. 
Die Asymptoten der betrachteten Curve stellen sich als Schnitt- 


geraden folgender Ebenenpaare dar: 
Pe 3n—3.—d=o 
Er — 26137 — 2. — Td=o 
3° —3E-—-d=o 
an Br nis 9E Nds 
A;: or RR | 
—25+135— 2 — Td=o 
Die im vorigen Paragraphen angegebene Construction des 
Curvenpunktes lässt sich durch folgende ersetzen: Nachdem man 
nach vorstehenden Formeln die drei Asymptoten construiert hat, 
sucht man die drei Schnittpunkte dieser mit der Osculationsebene 
und construiert den Schwerpunkt des durch die drei Punkte be- 
stimmten Dreiecks nach dem bekannten Satz über den Schwerpunkt 
des Dreiecks. | 
Die Osculationsebenen in den drei unendlich fernen Punkten, 
die Asymptotenebenen, sind schon genannt worden; ihre Gleichungen 


waren: 
ann odmno 


24) Dr: WO --3E do 
re nd —0 

Diese schneiden aus einer beliebigen Osculationsebene ebenfalls 

ein Dreieck aus, dessen Eckpunktscoordinaten man erhält, wenn man 


in die Gleichung 8) der Reihe nach für 3° und 2” setzt: 
Ad 


Bela, 28 


Die Osculationsebene schneidet aus der Schnittgeraden von Z, 


und Z, den Punkt A, aus der von Z, und Z, den Punkt Z und 


aus der von 7, und Z, den Punkt C aus, und zwar ist nach Ein- 
setzung der angegebenen Werte in 8): 


NR Tz—bd d de—Td a, 10a 
NETT BES. MT. Be ge Bu A 
; | et 5z—15d d 22—11d d.  —2—Tdd 
AR 2 3 Ad 3 RT, Bed 34 
2 2-2d. 2-d 
Gr 3 we 2 A = 


Sucht man auch in diesem Dreieck ABC die Coordinaten 


des Schwerpunktes auf, so findet man: 


she, 2343222—10202-1.43 


c 7 Pr 
so» Noy &o 


YVm 


4u7 3 (32-+d)(32—4d) 
ER _ at pm 12 
: ir 3 (32-0)(32—4d) 


Ma Gt&r& _ 332010202 0° 
5 3 (32--d)(32.—4d) 

Das heisst: der Schwerpunkt dieses Dreiecks fällt mit dem 
Punkte ‚5, der Symmetrieaxe zusammen. Demnach lautet der ge- 
fundene Satz: 

»Ber der betrachteten Raumcurve dritter Ordnung legt der 
Schwerpunkt des Dreiecks, das dıe dreı Asymptolenebenen aus 
der Osculationsebene ausschneiden, auf einer Geraden und zwar 
auf der Symmetrieaxe.< 

Mit Beziehung auf die jetzt gefundene Erzeugungsweise des 
Punktes 5, kann man die zuletzt gefundenen Sätze in folgenden 
zusammenfassen: 

» Die Schwerpunkte der drei von je den 3 Asymptoten- 
ebenen, den 53 Asymptoten und den 53 Brennstrahlen ın der Os- 


culatıonsebene bestimmten Dreiecke hegen bei der betrachteten 


Raumcurve dritter Ordnung in einer zur Symmetrieaxe senk- 
rechten Geraden; der Schwerpunkt des Asymptotenebenendreiecks 


u fe ale 


Fällt auf dıe Symmetrieaxe und von ıhm ıst der Schwerpunht des 
Brennstrahlendreiecks mal so weıt entfernt, als der Schwerpunkt 
des Asymptotendrerecks, welch letzterer den Curvenpunkt darstellt. 

Es mag noch die Thatsache erwähnt werden, dass, wie die 
Gleichungen 25) und 22) zeigen, die Summe der Coordinaten des 
Punktes A, welcher aus der Schnittgeraden der Asymptotenebenen 
F, und Z,, und die Summe der Coordinaten des Punktes, welcher 
aus der Asymptote A, von der Ösculationsebene ausgeschnitten 
wird, einander gleich sind. Ebenso ist die Summe der Coordinaten 
des Punktes 3 gleich der Summe der Coordinaten des entsprechen- 
den Punktes auf der Asymptote A,, und die der Coordinaten von C 
gleich der der Coordinaten des auf der Asymptote A, liegenden 
Punktes. Man kann dies, wie früher, so deuten, dass je zwei dieser 
entsprechenden Punkte in derselben zur Symmetrieaxe senkrechten 
Ebene liegen. 


810. 


Die Entfernungen des Curvenpunktes von den 
drei Brennstrahlen. 


Die Entfernungen des Curvenpunktes ? (&, n,{) von den drei 
Brennstrahlen G,, G,, G, seien mit 7, 7,, 7, bezeichnet und Radien- 


vectoren genannt. Es ist dann 


TE 


ln a)’-L? 


27) ’—(—A)’-5° 
el dhe ne 

Die Werte von &, n,{ in 9) liefern 

{ 2:3 —1822d-21:d?146d° (22° 222d1 23) e1 27) 
RN 22°—3322d—62d?--11d? (- 2?+162d4112N)Z 2210) 
28) er ee STR en ne >. 

n 112°—392?d-4-122d?--18d?  (112°—62d—6d?)(e —3d) 

IE A 26 Ad. 


‚ Danach erhält man, wie Gleichung 10“) und ihre entsprechen- 
den erkennen lassen, und wie man mit Hilfe von 9) und 28) aus- 


führlich berechnen kann: 
A3(o2 Fa} 
„_ DerL@9 
1 A? 


2 


Ä 5%(22— 22d--2d?)? 
29) a ae: a© 


A 
„(222 -22d-+13d02)? 
1 en 
Diese Ausdrücke zeigen einmal, dass keine einfachen Sätze 
über Summen resp. Differenzen der Radienvectoren — wie bei den 
Kegelschnitten — existieren, und zweitens, dass es keine reellen 


Schnittpunkte der Curve mit den drei Brennstrahlen gibt. 
/wei sich darbietende Relationen sollen aber erwähnt werden. 
Es ıst nämlich 


3 3 3 
£ Ip 2 Ip? 1ER 
30) Ir, n. 2 u Tr; 


ns 4(32°—32d--7d?) 
see a 


Die Entfernung / des Curvenpunktes von der Symmetrieaxe 
ist nach 19) 
2(32°—32d--1d?2)? 


ba Zee ; 


A? 


und daher 


jr _12 2? — Bed 702) 


3] 
x Var 


Dividiert man 30) durch 31), so entsteht: 


»Bildet man dıe dritten Wurzeln aus den Ouadraten der 
Verhältnisse von je einem Radıusvector zur Entferunng des Cur- 
venpunktes von der Symmetrieaxe, so ıst dıe Summe der dritten 
Wurzeln constant. 

Die andere Relation entsteht, wenn man die Entfernung des 
Punktes ‚5, von den drei Brenngeraden in Betracht zieht. Seine 
Coordinaten sind nach 18) 


2 ned 102d 
IT La 


somit ist 
—b2?d—zd’—+5d? 
(320 )(32—4d) RR 


= 2. 
Die Entfernung e des Punktes ‚5, von einer Brenngeraden ist 
für die beiden anderen dieselbe, und zwar ist 


De dad H Bar)? Fe Bn2d—102d 4-00) 
cr (3214)2(32—40)? 
(22-10 2)(22 Bes (22? —2:d 1130: % 
(32--.0)?(32—4d)? 


2 


= 


. ld e 2\(222—22d-413d? 
33) a ET N22 +13@°) 


WE 
Nach 29) und 33) ist demnach 


3 


Vr, ”r, An er, 
welche Gleichung man auch in folgenden zwei Formen schreiben 


kann: BR u 3 
rn 


Man hat den Satz: 

»Das geometrische Mittel aus den drei Radıienvectoren ıst 
gleich der Entfernung des von der Osculationsebene ausgeschniltenen 
Punktes S, der Symmetrieaxe von einer Brenngeraden.« 


a TE 

Oder: 

»Der aus der Entfernung des Punktes S, von einer Brenn- 
geraden gebildete Würfel ıst gleich dem aus den drei Radıen- 

vectoren gebildeten rechtwinkeligen Parallelepıped. < | 


Ss 19 
Die Vectorenebenen. 


Die drei Ebenen, welche durch je eine Brenngerade und den 

Curvenpunkt (&, n, &) gehen, haben als Gleichungen: 

GC Y—In— d)Z=L4, 
35) 82—(—d) X—£d, 

nXA—(5—d) Ya, 
worin für &,n,&, &—d, n—d, (—d die Werte aus 9) und 28) einzu- 
setzen sind. Diese Ebenen sollen Vectorenebenen heissen. Will man 
ihre Gleichungen in die Normalform übergehen lassen, so hat man 
sie der Reihe nach, wie 27) zeigt, mit ,, 7,, 7, zu dividieren. 

Bei dem Suchen nach einfachen Beziehungen zwischen der 
Tangente, Haupt- und Binormale, Osculations-, Normal- und rectifi- 
cierende Ebene einerseits und Radienvectoren und Vectorenebenen 
anderseits habe ich nur ezze einfache Relation zwischen den Vec- 
torenebenen und der Normalebene gefunden. 

Die Richtungscosinus / g, % der Stellungsgeraden der Nor- 
malebene sind die Richtungscosinus der Tangente; sie werden ent- 
weder aus den Gleichungen der Tangente 8‘) oder durch Differen- 
tiation von &,n, © nach z gefunden. Auf die letztere Weise entsteht: 

dE de 


= 7.7=E(62--122°d11092°0°—22820°-16604) 
36) 2 — N; TR (61 12230110922 2220- Ad) 
h — = TK.(331 662004 312° —AsaD- 380) 


B di . 
worin sowohl —, als auch K aus der Gleichung 


FretW—l 


zu bestimmen sind. 


— 59 — 


. Die Richtungscosinus der Stellungsgeraden Pi: Da, £,. der. Vec- 
torenebenen sind, wie aus 35) folgt: 


n—d 
Y 


£08 PX%=0, 608 P, y—, c08 Pi? —=— ; 
1 


1 


E 


(—d 5 
a 008 BP — — nn, 608 Py—0, 005 2. , 


RT, 2 
C08S P3X — m BR ne 


Nun werden die Winkel », ıw, x, welche die drei Vectoren- 
ebenen mit der Normalebene bilden, durch folgende Gleichungen 
bestimmt: 


C0SP—. 008 fx. C0s Pıy-+ N. cos pı2 
COSWIS. COS PX 2. cos Pp3y—-h. cos Ps2 


EOSY—F. 608 PX —L. 608 Ps y— h. COS Ps2 5 
‘ und ul wird nach 36) und 37) 


cos Pp = alas —12x°d+1092?d?’+22x2d?-41d!)(11x°+62°d— 332d’— 2A?) 
(332: 66%°d1372°—4xd°-138d) 9° 332°d—6xd’+11d9) ' 
n 125 (925 95d 1 14102 — 1823-1221 — 920° —4d®) 
a 25922 Ied Ad) 221), 
oder 
pe ET RN 


In derselben Weise entsteht: 
cos W — = (62° 1410927 — 228xd?166dY)(11a°— 39%°d4+12xd?-18q°) 
1 (332:—66x°d1372 27 — 4x? +38d*)(2%’4272°4—66xd?-26d) 


— 125492? —92d— Ad’) Art} 8222 Bzad-4-4cl) 


oder 


K.d5°(@’—2xd+ 2?) 
N, 


COS = —.K.d.IV5(@°— 2xd-+-2d?) 


Ein entsprechender Wert entsteht für cosy, so dass man ins- 
gesammt hat: 


008 p=K.d.AY5@-a?) 
38) cos W—K.d.AYV5@—2xd-+24?) 
608 xy —K.d.AV2’—2xd+13d? 
Aus 29) folgt nun, wenn man auf beiden Seiten der Gleich- 
ungen mit 6 radiziert: 


Y5l@’— 22d--d?) = VE. \r, 


VR—rdL 130° —YA.Yr, 
Unter Berücksichtigung dieser Ausdrücke entsteht aus 38) 


3 3 3 
39) C0SP: COSW: C0SY—Yr.: Yrz: Vr, 

»Dıe Cosinus der Winkel zwischen den drei Vectorenebenen 
und der Normalebene verhalten sıch wıe dıe Cubikwurzeln aus 
den Radıenvectoren, oder dıe Radıenvectoren verhalten sıch wıe 
dıe dritten FPotenzen des Cosinus von den Winkeln zwischen den 
drei Vectorenebenen und der Normalebene der Curve. 


8 12. 

Die Geraden, in welchen sich drei Osculations- 
ebenen treffen, deren Berührungspunkte auf einer 
und derselben Vectorebene liegen. 

Die Eigenschaften der Direktrix bei den Kegelschnitten ver- 
anlassten mich ein entsprechendes Gebilde bei der betrachteten Raum- 
curve dritter Ordnung aufzusuchen. Ich wähle als definierende Eigen- 
schaft der Direktrix jene, wonach sich in derselben die Tan- 
genten treffen, deren Berührungspunkte auf demselben Radiusvector 
liegen. 

Die Ebene, welche durch die drei von den Parametern a, d, c 
gekennzeichnete Curvenpunkte geht, hat zur Gleichung: 

40) [— 9abe—(ab-Hbc-+-ca)d— 3(a+b--c)d?—3d?]E 
—-[9a5c.—10(ad+-5cH+ca)d+-14(a-Hd+-c)d?— 24a? 
—+[2(abd-+-bc+.ca)d—2(a+-5+-.)d?-+39 I — 

—3abe — 3(ab+-bc-+-ca)d--10(a+b--c)d2-—3d3]d 


u, A ra 


Diese Gleichung, welche man mit Hilfe der Determinanten durch 
einfache Rechnung nach bekannter Weise erhalten kann, geht natür- 
lich für 

(graue Vera pre 
in die Gleichung der Ösculationsebene 1’) über. 

Man kann durch Einsetzen der Werte 8) für &, n, &, wo nur 
dort für 3, 2‘, 2” die Parameter @, d, c eingeführt werden müssen, 
die Thatsache verificieren, dass die drei Osculationsebenen (a),(b),(c) 
sıch ın emem Punkte der Verbindungsebene ıhrer Berührungs- 
punkte zusammenfinden, denn durch die erwähnte Substitution wird 
obige Ebenengleichung 40) identisch erfüllt. 

Soll nun die Ebene 40) durch eine der drei Brenngeraden 
gehen, so zeigen die Gleichungen 35) die Bedingungen, welche 
zwischen den Constanten bestehen müssen, und welche genügen, um 
zwei der Terme 
41) x —abc, y=ab--5c—+.ca, z=a-b--c 
durch den dritten und d auszudrücken. Die gefundenen Werte — 
etwa die von x und y in z und d— setzt man in die Gleichung 8) 
ein und man hat das gesuchte Gebilde gefunden, in welchem sich 
die Osculationsebenen treffen, deren Berührungspunkte in einer Vec- 
torebene liegen. 

Soll die Ebene 40) durch die Brenngerade G, gehen, so muss 
nach 32) der Coefficient von ägleich o und der mit d multiplicierte 
Coefficient von n gleich dem constanten Glied sein; das gibt unter 
Berücksichtigung von 41) folgende zwei Gleichungen: 

9x--yd-32d?--3d’—0 
9x—10yd4142— 24 ——3x—3yd--1020—3d? 


oder 
9x-yd—=—32d?—3d? 
42) | 122 — Tyd—=—4zd?--210° 
Beide Gleichungen liefern für x und y die Werte 
43) —— za, y——3d? 


Setzt man diese Werte in die Gleichung 8) mit den Parameter 
a, b, c ein, so entsteht: 


By. 


x. d 682--3d 

> 15324-13d 
44) _d 532--63d 
15 32-—-13d 
„_ 4 44272440 

” .15 32413 


Das Gebilde, ın welchem sıch die drei Osculationsebenen 
treffen, deren Berührungspunkte ın einer Vectorebene liegen, ıst 
eıne Gerade. | 

Diese Gerade D,, die ich Direktrix nennen will, kann als 
Schnitt folgender beiden Ebenen dargestellt werden: 

en „=c+E 
45) oder Ada) 7 
a S=, 


Die Cosinus ihrer a sind: 
ON A en cos Dy—=-t = cos D ee 


Auf dieselbe Weise erhält man als entsprechende Gebilde zu 
den Brenngeraden G, und G, die Geraden D, und 2D,: 


hr d i ; d 
-5=7z DR 5 
= DEN RR 
4n--4£—115=0 ge 
i d d 
u sS=1t5 
Er M Ta), Auge 
Die Cosinus ihrer Richtungswinkel sind: 
vos Di ei cos Dy—;, cos D,2 ur, 


& 7 
205: DI a: 9» 605 Dy=+t3, cos Dez = 


Bildet man die Entfernung des ÜCurvenpunktes von einer 
dieser Geraden und vergleicht sie mit dem entsprechenden Radius- 
vector, so findet man, dass hier ein constantes Verhältnis zwischen 
beiden Strecken nicht existiert. Doch lassen sich durch je eine 
solche Gerade zwei Ebenen derart legen, dass das Verhältnis aus 


der Summe der Quadrate der Entfernungen des Ourvenpunktes von 
den Ebenen zum Quadrat des Radiusvector ein constantes ist. 

Multipliciert man die erste der Gleichungen 45) mit 5 und 
addiert sie zur zweiten, so entsteht: 
48) 48 9n— 16°— d=0 

Subtrahiert man diese Gleichung von dem 25fachen der ersten 
in 45), so erhält man anderseits: 
48«) —45-+16n — IC — 440 

Diese beiden Ebenen gehen also durch die Gerade 7), und 
ihre Normalgleichungen. entstehen, wenn man die beiden vorstehen- 
den Gleichungen durch denselben Factor 

var 977017953 

dividiert. Die Entfernungen d, und d,‘ des Uurvenpunktes von den 
Ebenen erhält man durch Einsetzung der Coordinaten des Öurven- 
punktes in ihre Normalgleichungen: 


1 
d, = ————! 82° 108%’d — 264x2d? -- 104d? 
VER a ek wann 


182° 108224 — 459° —81q° 
— 176%? — 96%’d + 528zd? + 32d? 
_4522d-1452d2-1.204: 


\ 
& 


358 1502750015000 zo 
9) 


75 (#2 + d?)(— 2%-+-d) 
AY353 


49) 


Ebenso ist 
1 
dı = ———!— 853 — 1082?d + 26420? — 104d? 
4.01.,17353. 1 A 
—- 32234 192%°d — 816xd? — 144d® 
— 992? — 54x°d + 297xd? + 18d° 
— 180z?d-- 1804’ —+ 10003 
1 


a y 363 
ı_. %@’+d?)—x— 2d) 
eo a 
Aus 49) und 49@)) folgt also 


752,5(2? 219 
9 to D(% 4d ) 
de — Ds; 


| — 7523 — 150%°d — 75zd? — 1500? 


Da nun 


125(#° + d3)° 
IR | 
war, so hat man 
50) Ba TERRE FIIR 
Die beiden Ebenen 
— 16&+4n + 9° d=0 
— 98 — 4n + 16° — dd =0 
durch die Gerade /), haben vom Gurvenpunkte die beiden Entfern- 


ungen 
HR Beer TE Wen 
s 1353 
ee re 
Be 4353 


Das gibt mit 29) 


sn) B’+d? __ 228 


ee 
Die beiden entsprechenden Ebenen durch die Direktrix 2, 


haben die Gleichungen 
9E— 1617-FAl— 20 
165— I9n— 4 — 440, 
ihre Entfernungen vom Curvenpunkt sind 
15? —%d-+13d2)(<-+ 24) 


Alszere a 
’ A353 
7, _ &—d4 130430), 
a; Ay353 


und somit ist 
3) RE — 225 
Ä 7? 353 


Die Gleichungen 50), 51) und 52) lassen sich in dem Satze 


aussprechen: 

»Die Punkte der betrachteten Raumcurve drıtter Ordnung 
haben dıe Eigenschaft, dass die Summe ıhrer Entfernungsguadrate 
von zweı festen Ebenen — den Dircktrixebenen — mit dem Ent- 
fernungsguadrat von einer festen Geraden — der Brenngeraden — 
eın constantes Verhältnıs bılden.< 

Die Schnittpunkte 2, P,, P,' der Geraden D,,D,, D, mit der 
Osculationsebene — d. s. die Punkte, von welchen aus man drei 


9° 


Osculationsebenen an die Raumeurve dritter Ordnung legen kann, 
deren Berührungspunkte in einer Vectorebene liegen — diese Schnitt- 
punkte findet man auf einfache Weise, wie folgt: Man setze aus 45« ) 
die Werte von & und n in.die Gleichung der Osculationsebene ein, 
so findet man 


erde --d?)-—+ (32°—10%’d--1424’— 8a?) +(22°d —2xd?--1 3a) ee 


(> 322d-4 1020?) 4+ 3° —22d — Brad? — 32’ 102xd— 142? 8d)); 
[9] 


hieraus entsteht: 
Br d 44%? 242’d — 132x0’—80? d 44x? —- 242°d — 1322d? — 8d’ 


“| 


urn 923 13092°d—272d’—13d?- 5 (3x-1-d)(32?-1224—13d?) 


Das gibt mit Hilfe von 45.«) ee Oncriinaten de mie 2 
& ,_ d 682°-+32’d— 2042d’— d’ 

1 775 8x-4-0)(3%?+122d_13?) 

,...d 53%°4-632°d—1592d? — 214°? 

MT REF 130) 


-,__.d 442°424x°d—1322d’—-8d° 
5 BL ayax1d2d 13?) 


53) 


In gleicher Weise entstehen für die Punkte 2,’ und 2: 
2.4 —8°—1082’d4-2642d’— 1040” 
>> 5 (8240)? 182d420) 
54) ey 2 10324380’ 217Ag° 
N ET Ad)ar—-18rdt2a) 
1 2811742204 3422d’— 120° 
=> —5 (3244) 1820420?) 
& d —82?—78x’d-- 2342d’-- 91d? 
> 75° 5d(—62?46xd-H-11d?) 
55) _.d —82?—-482?d+204xd?4-36d: 
| a 5 art 110) 
en da — 1423—54%’d-327xd”-+8d” 
3 5 Bdl-6r+6xd+ 110?) 
Bezeichnen, wie bisher, &, », C die Coordinaten des Ourven- 
Bu 7,2, 11,015 59 Mas Sa» S3r 1 C, die Coordinaten der Punkte 
P, P,, P, welche die Osculationsebene aus den drei Brenngeraden 


ausschneidet und deren Werte in 9) und 14) gegeben sind, so findet 
man 


— 


sa RO 


223—332?d-1192d?— 114d® 


E— 5 
“ ! A 
56) RR ri Bram heat 
- + __ 113°4+62?d—332d?— 20° 
= I ——— 
‚2 4d 22° 332?2d4-1192d— 1140 
De u, ERBETEN, 


Ad 223>—332?d—6zd?+11d® 
5 (32--0)(32?4122d—13d2) 
2, 411236 2%d— 3320? — 20? 
15 (82-4-4)(82° 12201323) 


57) N 


Die Gleichungen 56) und 57) zeigen an, dass die Geraden 72, 
und /7‘, 7, dieselben Richtungswinkel haben, und da der Punkt Z/, 
beiden gemeinsam ist, so liegen die Punkte ?, Z,, /}' in derselben 
Geraden. Dasselbe findet mit den Punkten 2, 2,2, und 2,2, P% 
statt; und man hat den Satz: 


»Die Osculationsebene unserer Raumcurve drılter Ordnung 
schneidet aus je einer Brenngeraden und der zugehörigen Direk- 
trıx zwei Punkte aus, deren paarweise Verbindungsgeraden sıch 
ım dem zur Osculationsebene gehörigen Curvenpunktes schneiden. 


Dieser Satz, dessen Giltigkeit auch für jede Raumcurve dritter 
Ordnung nachgewiesen werden kann, ergibt eine neue Üonstruction 
des Ourvenpunktes in der Osculationsebene. 


8 13. 
Die betrachtete Raumcurve dritter Ordnung als 
Schnittgebilde von Flächen zweiten Grades. 


Dass die allgemeine Raumcurve dritter Ordnung ein Schnitt- 
gebilde von Flächen zweiten Grades ist, ist bekannt. Es handelt sich 
hier nur darum, zum Schluss Flächen zweiten Grades, deren Schnitt- 
gebilde die betrachtete Curve ist, in explieiter Form aufzufinden. 


et er 


LS dee 


Setzt man die Coordinaten des Curvenpunktes in die Gleichungen 
24a) der Ebenen ein, welche die Asymptote A, ausschneiden, so 
entsteht: 

ee TEN 


A 
— 254(3 l 
a 02. rd u 
Hieraus erhält man durch Division: 
58) 37 —30—d BR 7 Zn 
; sed 7. dsd 


Die beiden Ebenen 48) und 48«@), welche die erste Direktrix 
bilden, liefern unter Berücksichtigung von 49 und 49«@) 


we ee ae 


R 756? 1 d)(— x — 20) 
— 42-169 — 95 — 4d — a 
Addiert man das eine Mal die beiden Gleichungen ih kürzt 
mit 5, und subtrahiert das andere Mal die mit 2 multiplicierte 
zweite Gleichung von der ersten, so entsteht: 
%#?+-d?)(—3%x—d 
Be + 32—d) 


Eat a 75.5?’ +d%)d 
Die Division beider ergibt: 


59) 5 d 3% +d 
Be sworird 2 
Combiniert man 58) und 59), so erhält man: 
3n—3.—d le 


SE 128 32ER) > PATER FAIR, 7 ae 

und hieraus 
u 2372470) 595° 4)( 25413120 Ta)=0 
oder 
60) | 13 BE ee 2 5EdOnd- Ted 

Benutzt man die Gleichungen der Ebenen, welche die zweite 
Asymptote und zweite Direktrix, resp. die dritte Asymptote und 
dritte Direktrix ausschneiden, so erhält man nach einer der obigen 


genau entsprechenden Rechnung: 


61) 131% — 1375 — 22° 28°— 5nd — 2ld--T5d=o 
62) 136°— 13° —- 28° 27? —5ld— 25d--Tnd=o 


Bi 


60), 61), 62) stellen Flächen zweiten Grades dar, denen die 
Ooordinaten der Curve identisch genügen, und die also als Schnitt- 
gebilde die betrachtete Raumcurve dritter Ordnung haben. Weitere 
Scharen von Flächen zweiten Grades von der erwähnten Bigenschaft 
lassen sich aus den genannten sofort ableiten. Sie alle haben die 
Symmetrieaxe der Curve als gemeinsame Schnittgerade. 

Es gibt offenbar noch weitere Flächen zweiten Grades, welche 
unsere Curve enthalten. 

Die Flächen 60), 61), 62) sind, wie man sich. leicht überzeugen 
kann, hyperbolische Paraboloide. 

Die Gleichung 60@) zeigt, dass das erste hyperbolische Para- 
boloid die Asymptote A, und die -Direktrix 2, enthält; ebenso ent- 
hält das zweite und dritte die Asymptote A, und Direktrix D, be- 
ziehungsweise die Asymptote A, und die Direktrix D,. 


Vrbds 
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